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320 . 

i\.iSALYSE MATiiEAiATiQUE. — Mdmoire surles fonctions de cinq on six variables 
et sipecicdement sur celles qui sont doiihlement transiwes. 

G. R., T. XXII, p. ‘2 (5 janvier 1846). 

§ III. ^ Sur la fonction de six variables, qui est tout d la fois transitive 
par rapport a trois et a cinq variables, et intransitive, par rapport d 
quatre, 

Soient 

£2 une fonction de six variables x, y, z-, u, 

Afle nombrc de ses valeurs egales; 
m le n ombre de ses valeurs distinctes. 

On aura 

7nAf=:i.a.3.4.5.6 
ou, ce qui revient au merae, 

(i) mM='j'2o. 

Soit d’ailleurs le nombre des substitutions qui renferment I va- 
riables et n’alterent pas la valeur de la fonction £2. Si cette fonction, 
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etant transitive par rapport a six et a cinq variables, offrc plus de ck'ux 
valeurs distinctes, alors, d’apres ce qu’on a vu dans les paragraphos 
precedents, eJIe aura 6, 12 ou 24 valeurs distinctes et sera toujours 
alterte par toute substitution qui deplacera deux ou trois variables; 
on aura done, non seulement 


mais encore 


H, — o, 7/3 = 0. 


Celapose, les formules etablies dans la seance du 10 novembro don- 
neront 

+ U,+ I, 

A/= //..+ 2/4+ 6, 

et I’on en conclura 

(«) H^-\M -10, 7 /j=;-At-i 5 . 

Soit maintenant 


une substitution relative aux six variables 

J. •=, U, e, W’, 


et composee de facteurs circulaires dont le premier soit de I’ordre a 
le second de I’ordre b, le troisieme de I’ordre c, etc. Soient encore 


le nombre des formes que peut rev^ir la substitution P„ j.,.' 
exprimee a I’aide de ses facteurs circulaires, lorsqu’on met toutes 
les variables en evidence, et que I’on s’astreint a fairc toujours oc- 

cuper les memes places, dans cette substitution, par des facteurs 
circulaires de meme ordre; 


le nombre total des substitutions semblables a , , qui 
peuvent etre formees avec les six variables a;, j, 5, «, Ip 'T. 

le nombre de celles de ces substitutions qui n’alterent pas la 
valeurdefl; 
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le nombre des valeurs distinctes de £2 qui ne sont pas alterees 
par la substitution 

Puisque, dans I’hypothese admise, les substitutions qui n’altereront 
pas £2 deplaceront quatre variables au moins, celles de ces substitu- 
tions qui deplaceront quatre ou cinq variables devrontetre regulieres 
(seance du 8 decembre), et par consequent circulaires, si elles depla- 
cent cinq variables. On aura done, non seulement 


mais encore 


On aura, au contraire. 


/2.2=I0, Ag — O, 

II ZZZ. /ig + -\- ^2,2,2 


Done les formules (a) donneront 
(3) /24 H— /22,2 

( 4 ) ^^6 ^^ 3, .3 ^*^ 2 , 2,2 ^^ 4,2 ~ 2 ^ 

D’autre part, on aura generalement (seance du i5 decembre) 

et les deux nombres 

ha^h,c,...9 ^a,h,Cy,..y 

dont le premier sera egal ou inferieur a la limite le second 

egal ou inferieur a la limite m, ne pourront atteindre simultanement 
ces deux limites que dans le cas oil £2 ne sera jamais altere par aucune 
substitution de la forme Enfin les nombres 


seront li6s entre eux par la formule 


(6) 


(^a,b,c,... '^a,b,c,..= >nM = 720 ; 
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ef, comme on trouvera successivement 


=: (i.2}4 = 8, 

032,2 =(l.2)=2- 16, r ,): 

1:1:6, (l . 2 ) 3 " ^ 18, 

0),, 2,2= (l ■ 3 - 3 ) 2 ® = 48 , «.! 

on en conclura 

^ 2 , 2 = 43 , W 5 ~* 44 , 

Wi = 90, 

ttT6iz:r20, ^ 3 , 3 ^ 

4 o, W 2 , 2 , 2 =i 3 , 574,2 - ; 90 


Done la formule (5) donner^i 
{y 1 /?z/i2,2 — - 4^ ^2,2? 

( 8 ) mhf — i9uOki, mhi,t = ^0 


et les equations (3), (4), jointes a la formule (i), entraineronl l('s 
suivantes : 


( 9 ) 2 ^^* 2,2 — ^ 2 ^ 

(10) 24^6+8^'3,3+3A-2,o,2+l8A-4,2l=: 72 — 2 /?( . 


II suit des formules ( 9 ) que, dans I’hypothese admise, e’est-a-dire 
dans le cas ou la function fi, etant transitive par rapport a cinq et ii 
six variables, offre plus de deux valeurs egales, m doit etre divisible 
parG. Effectivement, d’apresce qu’on a vu dans les paragraphes pre- 
cedents, m ne peut etre alors que Tun des nombres 

6, 12, 2:i, 

auxquels correspondent les valeurs 


du nombre M. 


120, 60, 3o 


D’autre part, puisque chacun des nombres 


6, 12, 24 

est divisible par le facteur 3, il resulte d’un theoreme prec^demment 
etaWi (seance du i3 octobre, page 85i ('), que, dans I’hypothese 

' j OSmres de Cauchy, S. I, T. IX, p. Sag. 
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admise, quelques-unes des substitutions 

O') 1 . P, Q, R, ... 

qui n altereront pas la valeur de Q seront regulieres et du troisieme 
ordrc. Done, puisque Aj est nul, ^ et par suite Aj g ne pourront s’eva- 
nouir. Done I’unc au moins des substitutions i, P, Q, R, ... sera de 
la forme Pg,,,; et, comme la substitution inverse Pj'j sera encore de la 
memo forme, nous devons conclure que sera, dans I’hypothese 
admise, un nombre pair different de zero. Ce n’est pas tout : comme 
la seconde des formules (8) donne 

0^) ^' 3 , 3 = y-Z's.S, 

4o 

le nombre Ag,, devra etre, ainsi que m, divisible par 3; et meme, si 
I’on supposait m = 24, la formule (12), reduite a 

h a 

^3,3 — 

donnerait pour un nombre divisible par 6. Mais alors, evidem- 
incnt, la formule (10) ne pourrait plus etre verifiee, puisque le pre- 
mier membre, egal ou superieur au nombre 

8 ^ 3 , 5 = 48 , 

surpasserait la difference 

72 — 2»l = 72 — 48 = 24. 

Done il n’est pas possible de supposer m — %l\. 

Concevons maintenant que la fonction ii doive etre tout a la fois 
transitive par rapport a six et a cinq variables, et inti'ansitive par rajr- 
port a quatre. Alors, d’apres ce qui a ete dit dans le § I, le nombre m 
des valeurs distinctes de ne pourra etre que I’un des noiftbres 

12, 24. 

Done, puisqu’on devra exclure la supposition m = 24, on aura neces- 
sairement 

w = 12; 


OEupres C. — S. 1, t. X. 
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et par suite (iwla seance du 29 decembre, p. i 4 o 5 ( '), dovront 
s'evannuir. Alors aussi lesformules (7), (8), (9), (10) donneroiil 

( 1 3 ) ^ ^2,2 — ^ ^ ^2»2> ^ ^ ^ ) 

|l4) ^oAg, 3/Z3 j 3~ 4^^2,3,2“ ^^^2,2,2) — • 1 '> /' l.,2 » 

( 1 5 ) ^'2,2 = 4 ) A5 — 2 , 

(ifi) 24 ^ 6 '+' 3 A2j 2^2 -1- 18 /fj^j = 48 " 

Des formules (i 3 ) et (i 5 ) on deduira les suivantcs 

1 17). A,,2=i5, ^5=24, 

que I’on pourrait tirer encore des equations obtenues dams le § I- 
Ajoutons que des formules (i 4 ) et (i6) on pourra aiseincat deduirc 
les valeurs des quantites 

^^3,3> A2^2,2> ^*^4,2 ? 

etd’abord, puisquei^j,3 devra etre un nombrc entier distinct de zero 
et divisible par 3 , le terme de la formule (i 4 ) sera egal ou siipe- 
rieur a 24. Done le terme i8^,,_2 devra etre inferieur a la dillerenee 
48 — 24 = 24. Done le nombre entier /c,,, devra etre inferieur a (d,. 
comme d’ailleurs il doit etre divisible par 2 , en vertu de la d(u-nii‘r<‘ 
des formules (i4), on aura necessairement 

^4,2 — /i ^^2 izz Oj 

en sorte que I’equation (i4) se trouvera reduite a 
24^6 + 8^-3,3 + 3^2,2,2=48. 

D autre part, si differait de zero, on pourrait en dire autant de X-.,,., 
et de 4,3, attendu qu’une substitution de la forme 

Pe 

a pour carre une substitution de la forme P,,,, et pour cube uae sub- 
stitution de la forme Cela pose, comme, en vertu des for- 

ftwles (i 4 ), devra etre divisible par le facteur 3, et par 1(‘ 

( 5 ) OBttpre^ de Caueftj, S. I, T. IX, p. 5 oo. 
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facteur 4» il est clair que, en supposant different de zero, on obtien- 
drait pour premier membre de la formule (i8) une somme egale ou 
superieure a 

24+8.3 + 3.4 = 60. 

Done alors cede formule iie pourrait etre verifiee. On aura done 
encore necessairement 

/ig — o, 

et par suite I’equation (18) sera reduite a 
(*9) 8 ^3^3 -f- 3 “ 48. 

Enfin, il est facile de voir que et ^ devront etre divisibles 
par 3 . En effet, concevons que Tori designe simplement par la lettre P 
I’une dcs substitutions qui, etant de la forme n’alterent pas la 
valeur de Q, et supposons un instant que £2 ne soit pas non plus 
altere par une certaine substitution d? de la forme Pa,,,.- Les deux sub- 
stitutions P, ® ne pourront etre permutables entre elles. Gar si I’on 
avait 

P« = «P, 

alors, d’apres ce qui a ete dit dans la seance du decembre, 
p. 1197 (' ), ® et P seraient de la forme 

$ = P = s% 

3 etant une substitution circulaire du sixieme ordre; et comme, en 
vertu de la formule 

3 f P-', 

S serait une derivee des deux substitutions ‘i, P, la substitution s 
devrait etre elle-meme du nombre de cedes qui n'altereraient pas la 
valeur de O. Cette conclusion etant incompatible avec Equation 

/t6=0, 

pr^cedemment etablie, on pent affirmer que la substitution $ ne sera 
(>) OEwre.i de Cauchy, S. I, T. IX, p. 439-44o- 
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p6rniut3-blc 9.v6cP» P&r Is. ixicrnc rciison> ^ nc ( tH- p('iuni“ 

table avec la substitution P^ qui est reguliero et du troisiomo ordi-e. 
comme la substitution p. Done, si Ton pose 
(20) r=:P^<PP-=, 

nn obtiendra pour <$', T deux substitutions distinctes do D’aillours 
chacune d’elles, etant semblable a et par consequent dc la fortne 
Pa, 2, 5, ne pourra etre permutable avec la substitution (t. Done la sub- 
stitution T, evidemment liee a par la formule 

{21} $''=P®'P-‘, 

sera encore distincte de la substitution Cc n’est pas tout : c.oinnie 
on tire des formules (20) 

(22) p®=$'p, f'p=:rp, pr='j[?p, 
nous devons conclure que, si parmi les substitutions 

1, P. Q, R, 

qui n'alterent pas la valeur de 0, quelques-unes, 

(23) f, (S', f", 

sont de la fortne Pa.o.sj celles-ci, prises trois b trois, verifieront dt'S 
equations semblables aux equations (22); et coinniie evidetnmt'nt dtuix 
systemes de cette forme ne peuvent renfermer la memo substitution tt', 
sans se confondre Pun avec I’autre, il en resulte quo le noinbn'. //„ 
des termes compris dans la serie ( 23 ) devra etre divisible par 3 . Done 
le nombre ^2,2,2, lie au nombre ^2,2,2 pui* lu formulo 

5 ^ 2 , 2 , 2 — 4 /*S, 2 ,!!» 

devra etre divisible, non seulement par 4, mais aussi par 3, et, en 
consequence, par 12. Done, puisque le produit 8^3,3 doit <\tre cgal on 
superieur a 24, 1’equation (19), de laquelle on tirera 

^^2,2,2== 48 — 8 ^*3^3 = 24, 

^ 2 , 2,2 < 
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ne pourra etre verifiee sans que le nombre ^2,2,2 s’evanouisse. On aura 
done 

^2,2,2"~Oj ^3,3 

et, par suite, en vertu des formules (i 4 )> 

(24) /l2^5,2=0, 30. 

Ainsi, en definitive, si lafonction Q est transitive par rapport a six 
et a cinq variables, et intransitive par rapport a quatre, les substitu- 
tions I , P, Q, R, . . . , qui n’altereront pas la valeur de Q, seront toutes, 
hormis celle qui se reduit a I’unite, de Tune des trois formes 

Ps.Sj Psj P2,2i 

et, eomme on aura 


(25) 


Aj;,— 20 , h^= 2 ^, Ajj — 15, 


les divers termes qui, avec I’unite, composeront la suite 

I, P, Q, R, ... 

seront 

20 substitutions de la forme Pj^s, 

24 substitutions de la forme Ps, 
i5 substitutions de la forme P 2 , 2 - 

D’ailleurs, en vertu des principes etablis dans le § 1 , cedes de ces sub- 
stitutions qui, etant circulaires et du cinquieme ordre, e’est-a-dire de 
la forme Pg, renfermeront seulement les cinq variables 

y, z, u, e, 


se reduiront aux puissances 

Q, QS Q* 

d’une meme substitution circulaire Q ; et, comme on pourra fixer arbi- 
trairement la forme des lettres propres a repr^senter les'variables qui 
devront succeder Pune a I’autre, en vertu de la substitution Q, rien 
n’empechera d’admettre que ces variables sent precisement 


y, S, U, 9, 99. 
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On pourra done supposer 
(36) Q = 

Soit maintenant R Tune des cinq substilutions qiii, ciaiit. repdiiiTcs 
et da second ordre, e’est-a-dire de la forme Po,o, n’aKeiM'ronI pas la 
valeurdeQ, et renfermeront quatre des cinq variables j, s, u, e, a-. 
D’apres ce qui a ete dit dans lo § I, on pourra determiner R a I’aide d<> 
lequation symboiiqiie 

(^ 7 *) ^ = 

et si, pour fixer les idees, on veut deduire de la formubi (27) e,eli(‘ 
des substitutions R qui ne deplacera, ni la variable x, ni la variabb' //, 
on aura 

\ysMHv 

ou, ee qui revient au meme, 

{28) R = (7, w') (s, ^). 

Ce n est pas tout r les quinze substitutions regulieres du second ordia* 
qui, etant formees avec quatre des six variables 

7, S, U, <>, fV, 

naltereront pas la valeur de 0, renfermeront trente facteurs (dnni- 
laires du second ordre. Mais les facteurs distincts de tad ordr(>, <|iii 
peuvent efre formes avec six variables, sent au nornbre de quinzi^ s(‘u- 
lement. Done, puisque la fonction (2 est supposec doubleinent (ransi- 
tive, c’est 4 -dire transitive par rapport a six et a cinq variabb's, et 
quen cons^uence les divers facteurs du second ordre devront tons 
reparaitre le meme nornbre de fois dans les quinze substitutions regu- 

lites ci-dessus menlionnees, chacun d’mx deTra toujours 

a deux substitutions distinctes. Cela pose, nommons 

S et T 

celles des substitutions 


P. Q, R, 
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(fui, etant distinctes de R, mais de la forme renfermeroiit, la 
premiere, le facteur {y,w), et la seconde, le facteur (-, e). Le der- 
nier facteur circulaire de S ne pourra etre que {x, u); car, s’il dilfe- 
rait de (x, u), il renfermerait, avec Pune des variables ar, u, Pune des 
variables s, v. Or, dans ce cas, le produit RS, qui serait encore Pune 
des substitutions propres a ne point alterer la valeur de renferme- 
rait seulement trois des six variables 

y, (v; 

et nous avons vu quo, dans Phypothese admise, chacune des substitu- 
tions I, P, Q, R, .. . doit deplacer quatre variables au moins. On aura 
done neccssairement 

(39) % — 

On trouvera do memo 

(3o) T = (a;, 

D’apres ce qui a ete dit dans le § I, pour caracteriser une fonction 
des cinq variables y, z, u, v, w qui soU intransitive par rapport a 
quatre d’entre elles, il suffit de dire que cette fonction h’est alteree 
par aucune des deux substitutions 

Q=:(j,s, (/,(-, (V), r-l = (j, erO(s, v). 

Si Pon veut, de plus, quo 12 soit une fonction transitive des six va- 
riables 

X, y, u, e, w, 

alors, comme on vient de le voir, £2 devra satisfaire encore a la condi- 
tion de n’etre point alt6re par la substitution 

S = (a;, u)(y, w). 

Reciproquement, si cette derniere condition est remplie, la fonc- 
tion 12, supposee deja transitive par rapport aux cinq variables y, 5 , 
il, V, w, sera encore transitive par rapport a x, y, s, u, v, w, puis- 
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(|u’on pourra evideininent laire passer dans cotte lonclioii unc vacialth' 
quelconque a.une place quelconque, en vcrtu do la subsirtutioii S, 
jointeai’une des puissances de la substitution Q. II cst done natuiad 
de penser que, si Ton peut fornaer.une fonction transitive, de eiiu] 
ou six variables, qui soit en meme temps intransitive par rapport a 
quatre, on caracterisera cette fonction en disant qu’elle n’est alteree 
par aucune des trois substitutions 

Q, R, S. 

Toutefois, pour que I’existence d’une telle fonction, qui devra ollVir 
seulement douze valeurs distinctes, et par suite soixantc vabnirs 
egales, se trouve rigoureusement etablie, il est nccessaire de [n'ouver 
que les derivees des trois substitutions Q, R, S fournissent un sys- 
teme de soixante substitutions conjuguees les lines aux autres. On y 
parvient en suivant la marche que nous allons indiquer. 

D’abord, I’equation (27) pouvant s’ecrire comme il suit, 

(31) RQ = Q-'R, 

on en conclura, en designant par h et k deux entiers quelconqnes, 

(32) R^Q-^^ 

Done les derivees des substitutions Q, R pourront toutes etre presen- 
tees sous chacune des formes 

R*Q*, Q*R*. 

En d’autres termes, le systeme des puissances do Q sera pennulable 
avec le systeme des puissances de R. Done, par suite, les derivees des 
deux substitutions Q, R, dont Tune est du cinquiemc ordri', I’autre 
du second, seront toutes reductibles a la forme 

R^QA, 

et formeront un systeme de solutions conjuguees dont I’ordre sera 


2.5 = 10 , 
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D’autre part, les trois substitutions 

= W") (-, r), S = (^, ^^) (y, ir), T= (^, w) (s, r) 

torment, avec I’unite, un systeme de substitutions regulieres conju- 
guees; et, comme deux de ces substitutions donnent toujours pour 
produit la troisieme, en sorte qu’on a, par exemple, 

(33) RS=T et SR = T, 

il en resulte que les substitutions R, S sont permutables entre elles et 
verifient la formule 

(34) RS = SR. 

Goncevons maintenant que, / etant un entier quelconque, Ton pose 

(35) S,r=Q/SQ-'. 

Alors on trouvera, non seulement 

So=:S = (a?, zO(7. t^*), 

/ S, — (ic, e)(s,y), 
j S2=r(aj, «') {u,z), 

1 — u), 

f S 4 — (a?, s){w, (’); 

et comme, en faisant croitre ou decroitre / d’un multiple de 5, on 
tirera toujours de la formule (35) la meme valeur de S/, il est clair 
que S; admettra seulement cinq valeurs distinctes, savoir : 

(38) So= S, Si, Sj, S 3 , S 4 . 

De plus, comme, en vertu des formules (36) et ( 67 ), deux substitu- 
tions de la forme S^, S^, quand elles seront distinctes I’une de I’autre, 
feront passer a la place de cc deux variables di verses, il en resulte 
qu’une substitution de la forme 

SrSr‘ 


( 36 ) 

mais encore 

( 37 ) 


OEupres de C> — S. I, f. X. 
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deplacera toujours la variable x, et ne pourra se coiiloiidre avoc 
une derivee des seules substitutions Q et R. Done, par suite, aux 
dix valeurs du produit 

R*Q* 

renfermees dans le Tableau 

( I, Q, Q% Q’. C)‘- 

i R, RQ, RQS RQS RQ*. 

correspondront cinquante valeurs du produit 

R*Q'‘S/, 

qui seront, non seufement distinctes des substitutions (dg), inais 
encore distinctes les unes des autres; car, si Ton supposait 

R*Q"S/=R'‘-'Q^‘'Sr, 

on en conclurait 

Q-A'R-A-’RtQA_S^,S7S 

et cette derniere equation, ne pouvant etre verifiec dans lo cas oil S/, 
S/seraient deux substitutions distinctes, entrainerait la formule 

s,=s,. 

Done a deux valeurs distinctes de S; correspondront toujours deux 
valeurs distinctes du produit 

R^Q'^S,; 

et, si Ton multiplie successivement cliacune des six substitutions 

(4o) I. So, S„ § 2 , S 3 , S* 

par les dix termes du Tableau (Sp), on obtiendra soixanto substitu- 
tions distinctes les unes des autres, dont chacune se presentera sous 
Tune des deux formes 

(4') R*Q*, R*QAS/. 

II reste a faire voir qoe ces soixante substitutions composent lo sys- 
ttoe entier des substitutions d^rivees de Q, R et S ou, cc qui revient 
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au meme, qa’une derivee quelconque des substitutions Q, R, S est 
toujours reductible a Tune des formes (4i)' 

Or, en premier lieu, on tirera de la formule (35), jointe aux equa- 
tions (Sa) et (34), non seulement 

( 42 ) 

et, par suite, 

(43) 

mais encore 

(44) RS,= S_,R, RQ*S,=rS_(,w,)RQ'S 
et generalement 

(45) R*Q'‘S,= S(_o‘.t/+;,)R'^Q". 

D’ailleurs, de la formule (45) il resulte immediatement que, si Ton 
nomme Tune quelconque des substitutions (Sg), et 8 Tune quel- 
conque des substitutions (4o)> tout produit de la forme ^8 sera en 
meme temps de la forme 8^, les valeurs de ^et de 8 pouvant varier 
dans le passage d’une forme a I’autre. 

En second lieu, une derivee quelconque T des substitutions Q, R, S 
pourra toujours etre consideree corame le produit de plusieurs fac- 
teurs, dont les uns seraient de la forme les autres de la forme s ; 
et, dans un semblable produit, deux facteurs consecutifs ^ de la 
premiere forme pourront toujours etre reduits a un seul facteur 
de cctte forme, puisque la substitution representera encore une 
derivee des substitutions Q et R. Done, puisqu’on pourra aussi 
echanger entre eux deux facteurs consecutifs, dont Tun serait de 
la forme I’autre de la forme s, en modifiant convenablement leurs 
valeurs, on pourra toujours, a I’aide de reductions et d’echanges suc- 
cessivement effectues, ramener la substitution T a la forme ^s, c est- 
a-dire a Tune des formes (4i)» designant par $, s' deux des sub- 
stitutions (4o), on peut toujours reduire le produit 88' a la forme 
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et, par suite, a la forme II y a plus : comme on tiro generalomont 

de I’equation (35) 

(46 ) S/'S/=: Q^S/'_/SQ 

il esf clair que la substitution T sera effectivement rcductihlo ii Tuik; 
des formes (4i), si Ton peut reduire tout produit de la forino 

S,S 

a la forme ou, ce qui revient au meme, a la forme D’ailleurs, si 
Ton supposait / = 0, on aurait 

S/S=rS2=rl, 

et par suite § 1 $ serait effectivement de la forme ,s ot etani 
reduits alors a I’unite. Done, pour constater I’existence de la fonc- 
tion de six variables qui, etant doublement transitive, offre trois 
valeurs distinctes, il suffit de prouver que, I etant Tun quelconque 
des nombres entiers i, 2, 3, 4. on peut toujours verifier la formule 

(47) S/S = s^, 

en prenant pour s une des substitutions (38), et pour ^Tunc des sub- 
stitutions (Sg). 

La question, ramenee a ce point, peut etre facilement resolue. Pour 
en obtenir ia solution, je commencerai par observer que, s 6tant une 
substitution reguliere du second ordre, on aura 

Done 1 equation (47) pourra etre presentee sous la forme 

SS,S~^. 

Or, la substitution ^ etant une derivee des substitutions Q et R, par 
consequent Pune des substitutions qui laissent ar immobile, il est elair 
qae. si Pon pent satisfaire a Pequation (48), ce sera uniquement en- 
prenant pour . celie des substitutions (4o) qui echangera a. centre la 
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variable transportee a la place de x par la substitution S^S. Cela pose, 
comme aux valeurs 

J, 2 , 3 , 4 - 

du nombre I repondront des yaleurs de S^S representees par les sub- 
stitutions 

{x,5,u,w,y), {x,v,u,y,w), {x, ii, z) (y, 

qui font respectivement succeder a x les variables 

«, Z, (>, u, 

il est clair qu’a ces memes valeurs de I devront correspondre des 
valeurs de s representees par les substitutions 

b, S4, Si, S, 

qui ramenent a: a la place des variables 

U, Z, u. 

Done la seule question a resoudre sera de savoir si cliacun des quatre 
produits 

SSiS, bjSzS, SiSjS, SS^S 

se reduit a une derivee des substitutions Q et R. Or, une telle reduc- 
tion a effectivement lieu pour cbacun des deux produits S4S2S, S, S3S. 
Car on trouve immediatement 

( 49 ) S3S2S = (y,5, M, (', (r)=:Q, SjSjS = (7, w, e, k,^) =; (J-‘. 

Quant aux deux produits 

SS|S, SStS, 

qui peuvent encore etre presentes sous les formes 

SSiS-*, ss*s-*, 

et qui sont, en consequence, equivalents aux deux substitutions 

{u,v){s,w), ( m , s ) (/,(>), 

ils ne sont certainement pas de la forme Q*; mais ils seront de la 
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forme RQ*, si le produit de chacun d’eux par R se rednit a uiie puis- 
sance de Q. Or, comme on trouve efFectivernent 

RSSiS=:(y, IV, tt, 5)1=0-*, RSS4S = (/, 5, ir) 0, 

on en conclura 

(00) SS,S = RQ-‘-QR, SSiS = R0 = 0-'K. 

Done, en definitive, chacun des produits 

SS,S, S4S2S, SfSsS, SS4S 

se reduit a une derivee des substitutions Q, R; et par suite 011 p(‘ut, 
avec six variables independantes, 

X, /, 5, U, C, IT’, 

composer des fonctions qui, etant doublement transitives, offrent 
douze valeurs distinctes. Ajoutons que, pour caracteriser uno lelle 
fonction, il sufiit de dire qu’elle n’est alteree par aucune des trois 
substitutions 

Q = (r,-, IV), R = ( 7 , (.v)(s,v), S = (x, «)(j, w), 

II y a plus : comme on tire des formules ( 5 o) 

R = SS 4 SQ=:Q-‘SSiS = QSS 4 S=:SS 4 SQ-‘ 
et de cette derniere, jointe a [’equation (35), 

, 5 .) j R = sqsq-isq = q-‘sqsq-‘s 

( =QSQ-‘SQS=:SQ->SQSQ-', 
le systeme des derivees des trois substitutions 

0 , R, S 

se confondra evidemment avec le systeme des derivees des deux suh- 
stitutions 

Q et S. 

En coasequenoe, on pourra enoncer la proposition suivante : 
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TH^ORiiME. — Avec six variables independantes 

y, », ‘s »’ 

on peat toujours composer des fonetions. doublement transitives, qui 
offrent douze valeurs distinctes; et, pour cai'acteriser une telle fonction. 
il sujfit de dire que sa valeur nest pas alteree par les derwees des deux 
substitutions 

Q = (y, «, «’). S = (as, u ) (y, iv). 

En terminant ce paragraphe, nous observerons que la formule (oi), 
combinee ayec les equations (33), donne simplement 

(52) T = QSQ-'SQ = ()-‘SQSQ-', 

et que des deux formules 

T = QSQ-‘SQ, T = S()-‘QSQ->, 

fournies par I’equation (Sa), la premiere entraine la seconde, attendu 
que, T etant une substitution du second ordre, on a 

T“=i, T = T-*. 

Observops aussi que des deux formules (49)» ia premiere, jointe a la 
formule (35), entraine I’equation 

SS3S, = S5 S3S,= QStS3SQ-‘ = Q 
et, par suite, I’equation 

S.S3S = Q-S 

qui coincide precisement avec la seconde des formules (49)* 

§ IV. — Sur les fonetions qui sont d la fois transitives par rapport a 
six variables independantes, et par rapport d cinq ou a quatre de ces 
variables. 

Conservons les memes notations que dans le § III; mais concevons 
que la fbnetion 0, deja supposee transitive par rapport a six et a cinq 
variables, soit encore transitive par rapport a quatre. Alors, d’apres 
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ce qni a ete (lit dans le § II, le nombre m des valeurs distinctos do a 

devra se reduire a Tun des entiers 

I, 2, 6. 

D’ailleurs, on pourra effectivement supposer 

• = I OU OT = 2, 


puisque, avec un nombre quelconque de variables, on pout toujours 
former des fonctions symetriques et des fonctions dont chacune offre 
seulement deux valeurs distinctes. II reste a voir si Ton pourra aussi 


supposer 
et, par suite. 


m ■=: 6 

-rr I20. 


Observons d’abord que, en vertu des principes etablis dans § H, 
la fonction Q sera toujours alteree par toute substitution qui depla- 
cera seulement deux ou trois variables, si Ton a w = 6, et que, dans 
cette meme hypothese, certaines substitutions circulaires du qua- 
trieme ordre deplaceront quatre variables sans alterer Q. 11 en result(‘ 
qu’on aura ‘ , 

Aj=:0, /h—0, 

et meme 

O, 

puisqu une substitution de la forme aura toujours pour earre une 
autre substitution de la forme Par suite aussi Ics formules (7), 
(®)* ( 9 )> (10) du § III contiuueront de subsister, quand on y posora 


en sorte qu’on aura 


7Wi:=6, 


(!) 

(a) A,-= 2 o^j, 

(3) 

14 ) ' , 


2 ^"5 -j- ^2^ 2 zzi * 

24A-,+ 8Aj,3-+- 3 As, 2,5-)- l8A-*,s=:r 60, 
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En vertu de la seconde des fomiules (i), ^2,2 devra etre un nombre 
pair. De plus h^, et par suite k^, devront encore etre des nombres 
pairs, puisque toute substitution de la forme P4 a pour inverse une 
autre substitution de la meme forme. Enfin, les conditions 


entraineront les suivantes : 

^"4. ^ 0, ^2,2^ 

Cela pose, il est clair qu’on ne pourra satisfaire a la premiere des for- 
mules ( 3 ) qu’en supposant 

( 5 ) I\[^~ 2 y ^2, 2^ a, 

et que, de ces dernieres formules, jointes aux equations (i), (2), ( 3 ), 
on tirera 

(6) ^ 3 o, /i2,2^— lO, 24. 

Cornme d’ailleurs toute substitution de la forme P4 a, non seulement 
pour cube une autre substitution de meme forme, mais aussi pour 
carre une substitution de la forme Pj.a. les formules (6) prouveht 
evidemment que les substitutions qui, sans alterer JQ, deplaceront 
quatre ou cinq variables, se reduiront aux puissances de quinze sub- 
stitutions circulaires du quatrieme ordre et de six substitutions cir- 
culates du cinquieme ordre. Du reste, cette conclusion et les for- 
mules (6) .elles-memes pourraient encore se deduire des principes 
que nous avons etablis dans le § II. 

Passons maintenant aux formules (2) et ( 4 ). Apres avoir demontre, 
cornme dans le § III, que Ton a necessairement 

/*3,3>o, et, par suite, A:3,3>o, 

on conclura de la seconde des formules (2) que ^3,3 est divisible par 3 . 
D’ailleurs, m etant egal a 6, le nombre ^3,3 ne pourrait atteindre la 
limite 6 que dans le cas ou Q ne serait.jamais altere par aucune sub- 

OZuvres de C< — S. I, t. X. ^ 
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stitution de la forme Pj.s, ou, ce qui revient au memo, par aiuauie 
substitution de la forme 

PsP;, 

Pj, P'3 etant deux substitutions circulaires du troisiiune ordre, for- 
mees avec des variables distinctes; et cette derniere ]iypotli('S(^ (‘st 
evidemment inadmissible; car, si elle pouvait se realiser, alors Q, 
netant altere par aucune des deux substitutions de memo foriiH'. 


P.P;, P3 Pi- 


ne serait pas non plus altere par leur produit 


ps 

e’est-a-dire par une substitution circulaire du troisieme ordro, ce qui 
serait contraire a I’equation 

precederament obtenue. Done ^3,3 devra etre un multiple de 3 , supe- 
rieur a zero, mais inferieur a 6, et Pon aura necessairenient 

^3,3=3, /i3,3=20. 

Cela pose, la formule ( 4 ) donnera 


on, ce qui revient au meme, 

^ ^ ^ + 6 I 2 . 

D autre pan, le nombre j, . devra necossairemont s’evaiuiiiir. Car, s’ll 
ne se redmsait pas a zero, al.rs, farm! les substitutions ,,ui „-uUer,.- 
™.ee. pas O, on trouverait une substitution de la forme P. . „ 

qui revient au meme, de la forme ’ 


P4P2, 

Pf, P^^etant deux substitutions circulaires et permutables entre dies 

.ue ugualrteme ordre, Pautre du second, llors ansai O , [ 

pas altere par le carre ■ ™ 

P! 
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de la substitution P^. Done, en vertu de ce qui a ete dit plus haut, 
il ne serait pas non plus altere par les substitutions circulaires du 
quatrieme ordre 

P* et P;b 


dont les carres se reduisent a P“, ni meme par la substitution Ps, equi- 
valente au produit de P^P^ par P'*, ce qui serait contraire a la for- 

mule precedemment etablie 

- ^2 = 0. 


On aura done encore 


^*4,2 — 0, 


t‘’4,2 0, 


en sorte que la formule (8) pourra etre reduite a 

(9) 3 A*(j H- 2, 2-— * 

Ce n’est pas tout : comme le nombre A'a.o.s ne peut surpasser le 
nombre 7n = 6, on ne pourra, dans la formule (9), reduire a 
zero. Done, pour verifier cette formule, il faudra necessairement 
supposer 

^0— Ij ^2, 2, 2=4 

et, par suite, eu egard aux forraules (2), 

(10) Ao=:20, /Jj_2,2=:IO. 


Ainsi, en definitive, si la fonction fl, etant transitive par rapport a 
six, a cinq et meme a quatre variables, offre six valeurs distinctes, les 
substitutions 

(•I) I, P, Q, R, 


qui n’altereront pas la valeur de Q, seront toutes, hormis celle qui se 
reduit a I’unite, de I’uue des formes 

Psj PsjS, P2,2,2, Ps, PtJ P2,2> 


et, comme on aura 

(‘2) I 


/i3i3— — 20, ^2,2,2 — , iO, 


/ls=:20, 

K = 34, 

h^ = 3o, 


^2,2 — 1 



•28 COMPTES RENDUS DE L’ACADFLMIE. 

les divers termes qui, avec I’unite, composeront la suite 

I, P, Q, R. 

seront . , , » 

20 substitutions de la forme Pe, 

20 substitutions de la forme Ps.s, 

10 substitutions de la forme Ps.a, 

24 substitutions de la forme Ps, 

3o substitutions de la forme P4, 

1 5 substitutions de la forme Pa,!- 

D’ailleurs, toute substitution de la forme P„ a, non seulcment pour 
cinquieme puissance une autre substitution do memo forints, niais 
aussi pour carre et pour quatrieme puissance, deux substitutions d(i 
la forme P3P3, et, pour cube, une seule substitution do la forme Pa.a.a- 
Or, de cette remarque, jointe a celles que nous avons deja faites, il 
resulte evidemment que, dans Phypothese admise, les termes d(‘ la 
serie (ii) se reduiront aux diverses puissances de dix substitutions 
circulaires du sixieme ordre, de six substitutions circulaires du e.in- 
quieme ordre, et de quinze substitutions circulaires du quatri('*m(‘ 
ordre. 

Concevons a present que,.pour abreger, Ton nomme 

P, Q, R 

trois substitutions circulaires prises parmi celles qui n’altiirent pas la 
valeur de 0 , la substitution P etant du sixieme ordre, Q du oimjiiiimm 
ordre, et Rdu quatrieme seulement. Comme on pourra disposer arbi- 
trairement de la forme des lettres propres k representor les variables 
qui devront succMer I’une a I’autre, en vertu do la substitution P, 
fien n empechera d admettre que ces variables soient rospoctivcment 

On pourra done supposer 

P = (^,7,«, M, e, w). 

D’ailleurs, to etant egal a 6, si I’on nomme 

J. H-, ... 
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les substitutions conjuguees qui n’altereront pas Q considere comme 
fonction des seules' variables 

y, s, u, V, w, 

Ic nombre des substitutions i, .a, . . . , represente par le rapport 

I. 2. 3 . 4 . 5 120 

— “ 20, 

m 6 

sera precisement egal au nombre A, des substitutions 
(• 5 ) P, P', P'^ 

qui, etant de la forme Pe, c’est-a-dire circulaires et du sixieme ordre, 
n’altereront pas la valeur de 0 considere comme fonction de cc, y, 
z, u, v, w. Done, en vertu d’un theoreme etabli dans la seance du 
i 5 decembre, page 1298 ('), les substitutions 

I, ... 

seront celles que Ton deduit des expressions symboliques 

© (D' (D. - 

lorsque, apres avoir exprime chacune des substitutions 

P, F, P", ... 

a I’aide des diverses variables placees a la suite les unes des autres, 
en assignanttoujours la premiere place a la variable x, on reduit 

P, P', P", 

a de simples arrangements. Done, puisque la serie (i 5 ) renfermera 
necessairement le terme P"', un des termes de la serie (i 4 ), repre- 
sente par I’expression symbolique 



(1) OEupres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 47^. 




Mais, comme on I’a vu, toule substitution regulifero clii sooond ordn* 
qui n’alterera pas 0, devra Mre le cam d’une substitution II circn- 
laire et du quatrieme ordre, comprise ellc-menae dans la scri(‘ (i i). 
On pourra done supposer 

(i6) R2=(y, p). 

D’ailleurs, des deux substitutions 


(7>2, <0. (7, 5), 

qui representent Jes deux valeurs de R fournies par rcqiiation (iC)), 
luneetantle cube de I’autre, Tune et I’autre devront faire parti(' dc 
ia suite (ti). On pourra done prendre pour R I’une qmilmnKjue d’entn* 
elles, et supposer, par exemple, 


R — ( 7 , 3 , «-, ()). 

II sera maintenant facile, non seulement do trouver uno substitu- 
tion Q du cinquieme ordre qui soit une deriveo dos substitutions Q 
et R, mais encore de constater I’existenco do la fonction transitive 
de SIX yariables qui offre six valeurs distinctes. On y parviendra on 
efifet, tres simplement, a I’aide des principes etablis dans la seance 
du 8 decembre, ainsi que nous aliens le faire voir. 

Les cinq puissances de P distinctes de I’unite, savoir 

^ = P2^ p3^ 

foitsuccMer respectmment i, la yariaiie a. les cinq yarialilca 


/j a, p, 
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auxquelles succederaient, en vertu de la substitution R = (j, s, w, v), 
les variables 

s, w, u, f, (>; 

et, commc ces dernieres succederaient elles-memes a cc, en vertu des 
substitutions 

PS PS PS P, PS 
il en resulte quo, si Ton pose 

(i8) RP=:P2S, EP2=;P5T, RP3=psU, RP* = PV, RP5=P»W, 

chacune des substitutions 

(jg) s, T, u, V, w 

laissera la variable x immobile. EflFectivement, les valeurs de ces der- 
nieres substitutions, determinees par les equations (i8), ou, ce qui 
rcvient au meme, par les suivantes 

(20) Sr-I«RP, T=PRPS U = P3RP3, V = PSRPS W = P3RPS 
seront respectivement 

(2J) (/, (f,<^)(u,(v), (7, M-, s), (7, (-S, «’), e, w,m). 

D’ailleurs, chacune des substitutions S, T, U, V, W, etant une derivee 
de R et de P, n’alterera pas D. On pourra prendre pour Q Tune des 
substitutions du cinquieme ordre 

S = ( 7 , It, t’, s), W = ( 7 , s, e, w, u) 

qui sont inverses I’une de I’autre. Si, pour fixer les idees, on pose 

Q = {y, u,w,v,z) 

OU, ce qui revient au meme, 

(22) Q= (2,7, M,«',e)=P*RP, 

on aura 


(23) 


S = Q, W=Q-‘. 
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Ajoutons que la substitution 

U = 

sera evidemment I’inverse de la substitution 


de sorte qu’on aura encore 

(4) U = R-‘. 


Ainsi, les trois substitutions 

s, u, w 

seront trois derivees des substitutions Q et R. 

D’autre part, s’il existe reellement une fonction 0 do x,y, s, u, v, «>, 
qui soit doublement transitive et offre six valeurs distinctos, ulors, on 
vertu des principes etablis dans le § III, les vingt substitutions qni 
n’altereront pas (2 considers comme fonction des cinq variables 


y, z, U, t;, iv 

devront se reduire aux derivees des deux substitutions 


Q = W, O), (,), 

dont I’une est du cinquieme ordre, et dont I’autre, etant du ({uatriomo 
ordre, verifie les equations symboliques 


R = 





Done alors les substitutions T et V devront 
W, des derivees de Q et de R. 

Reciproquement, si T et V se reduisent a 
alors le systeme des substitutions 


6tre, aussi bien quo S, V, 


des derivees de Q et do R, 


S. T, U, V, R 


. gt eme or re, et par suite, en vertu des principes dtablis 
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dans la seance du 8 decembre (t’02rle theoreme II de la page 12.5 1 i ' ), 
Ics derivees diverses des deux substitutions P et R formeront iin sys- 
teine dont I’ordre sera represente par le prodiiit 

6 . 20 = 120. 

Done alors la fonction O de .r, y, u, e, w, qui ne sera point alteree 
|)ar les substitutions P, R, offrira cent vingt valeurs egales et sixva- 
leurs distinctes. 

Done, en definitive, la scule question a resoudre est de savoir si les 
deux substitutions 

T rr; ( J, (- ) ( M, (p ) , V =: (j, M ) ( -, ,T- ) 

se reduisent a des dei'ivees des substitutions Q et R. 

Or, coinmc des cinq variables 

/, 5, u, e, w, 

w ct y sont celles qui prennent la place de u, eii vertu des substitu- 
tions T et V, il est clair que, pour obtenir a la place de T et V deux 
substitutions qui laissent immobile la variable u, il suffira de multi- 
plier T ct V par les deux puissances de Q qui font siicceder a a (v et 
a y, e’est-a-dire par Q et Q. Done les substitutions 

Q-'T, QV 

renfermeront soulement les quatre variables 

O’, 

et chacunc d’elles ne pourra etre derivee de Q et R, que dans le cas ou 
elle deviendra uno puissance de R. Done la question est de savoir si 

Q-‘T, QV 

se r6duisent a des puissances de R. Or cette reduction a effectivement 
lieu; car on trouve 

Q-‘T = (y, R^ QVrr: { j, .e) (5, r) = 

et, par suite, 

(25) T = QR», V = Q-'R^ 

(1 ) OEu^vea de Cauchy, S. I, T. IX, p. 4^^^- 
OiEuf^res de €. — S. I, t. X. 


0 
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Donc T, V seront, aussi bien que 

s, u, w, 

(les derivees de Q, R, ou meme, cu egard ii la formula {22), (l<'s d.'n- 
veesdeP, R; etl’on pent enoncer la proposition siiivanle : 

Theorkme. — Avec six variables mdependantcs 


X, y, u, 

an pent toujours composer desfonctions, triplement transit hxs, qai off rent 
seulement six valeurs distinct.es. D’ailleurs, pour earucteriser tine telle 
fonction, il suffit de dire que sa valeitr nest pas alteree par les derkres des 
trois substitutions circulaires 

P =; (jc, y, z, u, V, »’)) Q — /’ ' 1 A ' b 

o«, ce qui revient au mAme, par les dermes des deux substitutions 1 * et Q 
ou P ef R; attendu que les deux substitutions Q, H .sunt liees / a/ie d 
r autre et a la substitution P par la formule 

Q-P‘RP, 

de kquelle on tire 

RP=rP=Q et RrrPsQpB. 

M. Hermite, dans les recherches que nous avons inentiotinecs, avail 
deja rencontre des functions transitives de six variables, qui odVaieiit 
six valeurs distinctes. Dfeirant comparer Ic resultat qu’il avail obfetni 
avec celui que je trouvais moi-meme, je lui ai demaude. camitH'ut il s’v 
prenait pour construire de telles functions; sa re|)orise a <He la ri'gh* 
que je vais transcrire. 

Pour obtenir une fonction de six variables independantes 


q, s, ? 

qui, sans etre symetrique par rapport a cinq d’ontrtf dies, oflVe six 
valeurs distinctes, prenez une fonction symetrique s des trois (juan- 
tites 


f(a,£), 
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la tonction etant elle-menie symetrique par rapport h. x et y; 

puis appliquez a la fonction s la substitution circulaire 

(a, 6 ,y, 0, £, ?) 

et SOS puissances. Vous obtiendrez cinq valeurs clistinctes 

,V, 52, .S*;}, 5; 

(le ,y; et, si vous nommez 

i2=rF(.S', S4) 

line fonction symetrique des cinq valeurs distinctes de s, Q sera effec- 
tivemcnt une fonction qui, sans etre symetrique par rapport a cinq 
des variables independantes a, S, y, S, e, aura seulement six valeurs 
distinctes. 


321. 


Analyse matiikmatique. — Mernoire sur un nouveau calcul qui permel 
de simplifier et d’elendre la theorie des permutations. 

C. R., T. XXII, p. 53 (12 janvicr 1846). 


L’adoption des lettros caracteristiqucs d et o, employees par Leib- 
nitz et par Lagrange pour representer les differentielles et les varia- 
tions des fonctions, a, comme on le sait, ouvert aux geometres des 
voies nouvelles, et donne naissance a de nouveaux calculs. Effective- 
ment, le Calcul infinitesimal a permis de resoudre des problemes qui 
depassaient autrefois les forces de I’Analyse, et Tintegration des equa- 
tions differentielles a fourni des resultats qii’on ne pouvait atteindre 
en s’appuyant sur la seule resolution des equations algebriques. 

L’adoption d’une seule lettre caracteristique employee pour indi- 
quer une substitution, c’est-a-dire un echange opere entre les diverses 
variables que renferme une fonction donnee, meparait ofFrir, dans la 
theorie des permutations, des avantages analogues a ceux que pre- 
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sente I'cmploi de la caractkistique d ou o dans tos calculs .lue ].> viens 
de rappeler. Deja, dans raes precedents Mcmoires, on a vu coinnK'iil, 

•i raide d’equations symboliques qui rcnfermcnt s.nil<Mn(Mi( I.>s let 

earacteristiques de diverses substitutions, on pout arriv(-r a ddcouvrii- 
les propriaes mysterieuses et cachees de certaines tbiictions, (d a bta- 
blir, pour la recherche de ces proprietes, des mcthodi's p;enoral(‘s <|ui 

semblent devoir contribuer notablcment aux progri's de I’Aiialyse ina- 

tbematique. Mais, pour tirer de la nouvellc notation tout b^ parti pos- 
sible, il convenait de faire encore un pas de phis, et id l<illail infio- 
duire les lettres earacteristiques des substitutions, non seulennuil 
dans les equations symboliques dont j’ai parle, mais eneore dans les 
equations memes par lesquelles des functions diverses s(' Iron vent 
liees entre elles. On verra, dans le present iVIeinoiri', emnmi'nt eette 
introduction s’effectue, et combien elle pent etre utib', suit |)oiir de- 
couvrir les propriaes des fonctions de plusieurs variables ind('[»en- 
dantes, soit pour construiro des fonctions qui jouiss('nt d(' pi‘o|)rieles 
donnees, et offrent un nombre donne de valours distinctes. 


§ I. — Consider aliom generates. 


Soient s une fonction do n variables indeperulantes x, _v', et S 

Tune quelconque des substitutions qui peuvent etre fornuu's avu'c ees 
variables. Je designerai par la notation 


S,? 

la valeur nouvelle que recevra la fonction s quand on lui ap()liquera la 
substitution S. Si, pour fixer les idees, on prend 


et 

on aura 


.v=f(x, y,3, u, (’) 
S = (d;, 7, 5){«, e), 
Ss = f(r, s,x, u). 


Si ron prenait, cn particulier, 
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on trouYcrait 
Soient niaintenant 
divorses fonctions de 


Ss = yz-cc^ [1°. 
X, y, z, ... 

X, y, jz, 


liecs entro dies et a uno autre fonetion 0 par une equation de la 
forme 


(i) £2 = F(x, y,z, ...). 

En designant toujours par S une cles substitutions que Ton peut 
former avcc Ics variables x, j, z, . on aura 

(■>.) S£2= F(Sx, Sy, Sz, . . .). 

Soit cntin 

(3) I, P, Q, E, ••• 

un systeme de substitutions conjuguees, de I’ordre M\ et siipposons 

(jllC 

(4) X, y, z, ••• 

roprest'ntcnt preciseinent les valeurs distinctes acquises par la fonc- 
tion X quand on lui applique les substitutions i, P, Q, R, ...; de sorte 
quo X, y, z, .. sc confondent avec les termes distincts (ft la serie 

(5) X, Px, Qx, Rx, .... 

Si Ton prend pour S Tune quelconque des substitutions 

I, P, Q, R, ..., 

la serie 

(6) S, SP, SQ, SR, ... 

aura pour termes les termes de la serie (3), ranges dans un nouvel 
ordre; et, par suite, il sulfira aussi de ranger dans un nouvel ordre les 
termes de la serie (5) pour obtenir la suivante 

Sx, SPx, SQx, SRx, 


(7) 
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D'ailleurs, P, Q, S etant des termes quelconques do la so)-i(‘ ( d ), dc 
deux equations de la forme 

Px = Qx, SPx^SQs, 


la premiere entraineratoujours la secondectreciproquouK'iit; (>1 il (mi 

sera encore de memo si dans ces deux equations oa sul)s(ifti(‘ a x tiao 
function quelconque, par exemple un quelconqia^ dos tormos ch' la 
serie( 4 ). On doit en conduce qu’aux termes egatix on indjraiix do la 
sdie ( 5 ) correspondront des termes egaux ou inegaux do la sorii' ( 7 ). 
Done, si I’on nomme v le nombre des termes egaux a x dans la 
serie ( 5 ), v sera encore le nombre des termes egaux il Sx dans la 
serie(7), ou, ce qui revient au meme, dans la serio ( 5 ), |Hiis({iio 00s 
deux sdies offrent les memes termes, diversemont ranges; done lo 
nombre des termes egaux a x, dans la serie ( 5 ), sera (m(a)ro lo iioinbn* 
des termes egaux a Px = y, le nombre des tonnes egaux a Qx z, 0(0.; 
et le nombre total M des termes difers de la serie (.'V) s('ra lo produit 
du facteur V par le nombre des termes distincts. Done, si Ton dosigno 
par p. ce dernier nombre, on aura 


(8) A/rrp. 

Il y a plus : aux [x termes distincts 

jt 

X. y, 2, ... 

de la serie ( 5 ) correspondront p, termes distincts 

Sx, Sy, § 2 , ... 

de la serie (7); et, par consequent, les termes do la sorio (<>) so 0011- 

Wroat avec les termes de k serie (4). ranges dans „n nr, Ire. 

Done le second m.mhrede 1, formule (a) sera la valour ,,„ke,|nierl la 
lonction « I 

^ = F(x,y,z, ...) 

,.and OB fciange entre dies, dune cerlaine maniere, non plus les 
“ ““I'swriablesx.j.a e’est-a-diee quaucl 
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on nppliqiio ii la fonction O line certaine substitution s foriuee ayec 
Ins vai’iabb^s x, y, z, — Cela pose, I’equatioii ( 2 ) clonnera 

(10) SiinrStl. 

La Ibnnule (ro),_qui subsistcra quelle que soil la fonction £2, est 
evidcmmcnt analogue aux equations qui, dans le Calcul differelitiel, 
resultent des cJiangemenls de tMriables independantes . Si, dans cette 
lueme formule, on fait co'ineider succcssivement S avec les divers 
ternu's de la serio (3), les valours correspondantes de 3, representees 
par les tisrmes d’une autre suite 

(11) I, te, Si, ..., 
seront (;e qiu'- devicnnent les substitutions 

I, P, Q, R, ... 

quand on les expriine, non plus a I’aide des variables x, y, z, ..., 
inais a I’aide des variables x, y, z, . . et, puisque la serie 

I, P, Q, R, ... 

renferme toutes les dcrivees d’une ou de plusieurs des substitutions P, 
Q, R, . . . , il est clair quo la suite 

I, d?, % Si, ... 

i‘(inferinera toutes les derivees d’une ou de plusieurs des substitu- 
tions i^, a, Done la serie (ii) offrira, commela serie (3), un 

systeme de substitutions conjuguees. Sculement, plusieurs termes de 
la serie (u) pourront etre egaux entre eux. Soit 1 le nombre de ceux 
qui sc reduiront a I’unite, et nommons toujours 

S, 3 

deux termes correspondants,pris au hasard dans les series (3) et(ii). 
Puisqu’il sulBra d’exprimer les substitutions P, Q, R, .. . a I’aide des 
variables x, y, z, . . . , pour transformer les termes des series (3) et (6) 
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on ceux que renferment la seric (ii) ct la suivanli* 

S, 8^, 8^, .... 

il esf clair que la serie(i2) aura pour termes les (eriiu's do la sdrii' ( 1 1 
ranges dans un nouvel ordre. Done lo nombro A-des ((‘rnics (‘{gaux a 
I’unite sera encore le nombre des termes egaux ii (•’(“sl-a-diro Ic 

nombre des termes egaux a Tune quelconque d('s siibslilulidu.s u’. , 

A, . . . , non seulement dans la serie (12), mais aussi dans la s(‘ri(‘ u i ). 
Done le nombre total M des termes de la serie (1 1 ) sei'a le produit du 
facteur A par le nombre des termes distincts. Done, si 1 on designe 
paranee dernier nombre, e’est-a-dire I’ordre dn systeine d(*s siil>s(i- 
tutions conjuguees 


on aura 
(> 3 ) 


I, <S, % A, 




Le nombre A des valeurs de s qui se reduisent a runile est aussi b> 
nombre des valeurs de § qui verifient les equations siniultanees 

(»4! 8xr-x, 8y--y, .Sz-.z, 


ou, ce qui revientau meme, le nombre des valeurs de S qui verili<‘iit 
les equations simultanees 

Sx = x, Sy — y, Sz--z, 


D ailleurs, comme deux equations de la forme 

Sx = x, S'x = x 

entrain ent une troisieme Equation de la forme 


SS'X: 


queMe que soit la fonction x, il est clair que les valours d(‘, K nropres 
vtefier smultauement les equations (i5) composeront un svstiuru. d 
substitutions conjuguees. Sil’unite etait la seule valour de. S qui pi 



EXTRAIT N° 321. 


verifier cos memes equations, on aurait simpl'ement 
et, par suite, 

(i6) M=tni. 

Done alors i’ordre du systeme des substitutions conjuguees 

I, P, Q, R, ... 




se reduirait a I’ordre du systeme des substitutions conjuguees 

>, ^ 1 , .... 

Si jQ, considere comme fonction de a;, y, s, . . . , n’est point altere 
par la substitution S, alors evidemment la substitution s n’alterera 
pas non plus 0 considere comme fonction de x, y, z, — Recipro- 
quemont, si Cl, considere comme fonction de x, y, z, ..., n’est pas 
altere par la substitution s, en sorte qu’on ait 

( I ^ 

I’equation (17), jointe a la formule (10), entrainera la suivante : 

Done alors fl, considere comme fonction A& x, y, z, . . . , ne sera point 
altere par la substitution S. Done, par suite, si Cl n’est altere par 
aucune des substitutions 

I, «, 

il ne sera pas non plus altere par aucune des substitutions 

I, P, Q> R> — 

C’est ce qui arrivera, en particulier, si Q est une fonction symetrique 
des variables x, y, z, ..., puisqu’alors il ne pourra etre altere par 
aucune substitution § relative a ces memes variables. 

Observons encore que, si, S etant toujours un des termes de la 

QEupres de C. — S. I, t. X. 6 
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lie (3), on nomme iTordre do la onbstitution S, ot . To, '.I.' 

la substitution S, I’equation 

pntrainera la suivante ^ 

e, ,ae, on Tortu de cello derniere. I'ordrc . do la enl.eliU.lio,, s .l..v,-a 

etre un diviseur de i. 

Soient maintenant 

r,9) I. U, V, W, ... 

dcs substitutions qui n’alterent pas la valour d(> x coiisidero 
function de u;, j, s, .... et supposons le systbmo des substitu- 
tions (19) permutable avec le systemc des substitutions r.onjup:tu'‘(«s 

( 3 ) P. Q> 

Si Ton nomme Tl’une quelconque des substitutions ( 19 ), id S rune 
quelconque des substitutions (3), tout produit do la forme 

TS 

sera en m6me temps de la forme 

ST, 

les valeurs de T et de S pouvant varier dans le passage d'une forme it 
I’aulre; et, sous la meme reserve, toute expression de la forme 

TSx 

sera en meme temps de la forme 


Done les divers termes de la serie 
i'm) Tx, Ty, Tz, 

qui se confondront avec eeux de la serie 


Tx, TPx, TQx, 



scront tous de la forme 
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STx 


(HI, ce qui revient au meme, de la forme 

Sx, 

puisquc T repn^sente, par hypothese, une substitution qui n’alten; 
pas la valeur de ii. Done cliaque terme de la serie (20) sera en meme 
temps un terme do la serie ( 4 ), et Ton pout enoncer la proposition 
suivante : 


■ TmeouftME. — Soienl 


X, y, z, 


les valeurs disliiictes qii acquiert une fonclion x des n variables x, y, 
3, ... lorsqu’on lui applique successivemenl les substitutions conjuguees 


1 , P, Q, E, •••. 

et supposons le sysleme de ces substitutions permutahle avec un autre sys- 
time de substitutions conjuguees ou non conjuguees 


Alors 


D, V, W, . 
X, y, z, . . • 


seront encore les valeurs distinctes quacquerra la fonction x, en vertu 
des substitutions U, V, W, . . . . 


§ II. — Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre donne 
de valeurs dgales ou un nombre donne de valeurs distinctes. 

Soit une fonction donnee de n variables independantes 

^9 y y ’ 

Comme nous I’avons deja remarque dans la seance du 6 octobre der- 
nier, si certaines substitutions n’altbrent pas la valeur de Q, toutes 
les deriv^es de ces substitutions jouiront de la meme propriete, et par 
suite si Ton nomme 

I, P, Q, R, ••• 
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les substitutions diverses qui n’altereront pas la valour (1(> la rono- 

tion Q, celles-ci formeront toujours un systbmc dc suhstituliuiis odii- 

jui?uees, dont I’ordre # sera precisemcnt Ic nomhro dos valours dj^uilt's 

tie D. Quant au nombre m des valeurs distinctes do LI, il sera ddti'r- 

mine par laformule 

^ mM = N, 

la valeur de iVetant 


yV=:l .2.3. . . 


Concevons maintenant que, M designant I’ordrc d’un ccriaiu sys- 
teme de substitutions conjuguees 

(I) 1, P, Q, R, 

on demande une fonction qui possiide la double propridtd <lt‘ ii’dtro 
alteree par aucune de ces substitutions ct d’olfrir M vabnirs ogalos. 
On resoudra facilement ce problemc en suivant la uiandio (|U(^ nous 
allons indiquer. • 

Soient 

'2) X, y, z, ... 

les valeurs distinctes qu’on obtient pour une cortaino Idnctiou x do 
n variables x, y, z, en lui appliquant les substitutions (i). oI 
supposons cette fonction x tellement choisie que la serio 

Tx, Ty, Tz, ... 

renferme au moins un terme non compris dans la serie (a), tjuarid on 
prendpourT une substitution non comprise dans la sdriti (i). Mnlin. 
soient 

1 , ••• 

ee que deviennent les substitutions 

P. Q, R, ... 

quand on les exprime, non plus k I’aide des variables x, y, s 

mats k raide des variables x, y, z, . . . . Si Ton prend 

^ = R(x.y,z, ...), 


{3} 
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F(x, y, z, ...) etant une fonction de x, y, z, . . . qui ne soil jamais 
alteree par aucune des substitutions (4), alors 0, considere comme 
fonction de x, y, z, . . . , ne sera pas non plus altere par aucune des 
substitutions (r). Done le nombre des valeurs egales de £1 sera M ou 
un multiple de ilf. Mais, d’autre part, en designant par Tl’une quel- 
conque des substitutions non comprises dans la suite (i), on tirera de 
la formule ( 5 ) 

(6) Tt2 = F(Tx,Ty,Tz, ...). 

Gela pose, comme des produits 

Tx, Ty, Tz, 

Tun au moins sera, dans Thypothese admise, distinct de tons les 
termes que renferme la suite (2), le second membre de Fequa- 
tion (6) sera generalement distinct de £ 1 , et ne pourra se reduire 
a que dans certains cas speciaux, e’est-a-dire pour certaines formes 
particulieres de la fonction F(x, y, z, . . .) [voir la seance du 6 octobre, 
page 793 (')]. Done la fonction D, determinee par I’equation ( 5 ), offrira 
generalement M valeurs egales, et par consequent le nombre m de ses 
valours distinctes sera determine par la formule 

niM—N ou m-—- 

M 

Les conditions auxquelles nous avons suppose que les deux fonc- 
tions X et F(x, y,z, • • •) demeuraient assujetties peuvent etre evidem- 
ment romplies de diverses manieres, dont quelques-unes meritent 
d’etre remarquees; et d’abord, il ost clair que la fonction F(x,y, z, . . .) 
ne sera jamais alteree par aucune des substitutions (4). si elle est 

symetrique par rapport aux variables x, y, z, On peut done 

prendre> pour second membre de I’equation ( 5 ), une fonction syme- 
trique de ces variables, quoique en general on n’y soitpas oblige. 

En second lieu, tous les termes de la serie ( 3 ) seront etrangers 
a la serie (2), et, par suite, x remplira la conditidn precedemment 

(1) OEmrts de Cmchj, S. I, T. IX, p. 337-338. 
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enoncee, si I’on prend pour x une fonction do x, 7 , • ■ (duusK^ 

arbitrairement parmi cellos dent toutes Ics valours soul .no,ah«s. 
Alors la regie quo nous venous do tracer pour la d<-(,unn.na(.ou <1 une 
fonction i 2 qui offre ¥valeurs egales so roduira simplomout a la i oj,d(‘ 
que nous avons indiquee dans la seance dii 6 ootobro. (h'l uu'i . 

4 u reste, il n’est pas absolument necossairo d(>. <-!ioisu‘ x <lo l('ll.* 
sortequ’uu ouplusieurs termes de la seric (3) d.>vi.uuHMit otraugors 
alaserie( 2 ) quand on prend pour Tunc subsliiution nun .u.mpnse 
dans la serie (i). En effet, supposons que cottc condition oosso d tdro 
remplie, et qu’en consequence les termes de la sorio (3) so conlondfuit 
avec les termes de la serio ( 2 ) ranges dans un nouv.d ordro quand on 
prend pour T certaines substitutions 

(7) u, V, w, ... 

non comprises dans la serie (i). Soient d’aillours 


(8) o, 

ce que deviennent les substitutions ( 7 ) quand on los ox[)rimo, iimt 
plus a I’aide des variables x, y, z, mais k I’aido dos variables x, 
y, z, .. .. Si la fonction x est telle que tous les termes do la aerie (B) 
soient etrangers a la serie ( 4 ), alors, pour obtenir une valour d(> il 
qui offre generalement M valeurs egales, il sulTira do ro.oourir u I e(jua- 
tion (5) et de reduire F(x, y, z, . . .) a une fonction do x, y, z, . . . , (jui, 
n’etant jamais alteree par aucune des substitutions ( 4 ). suit, an cun- 
traire, toujours alteree par chacune des substitutions (B). 

II importe d’ observer que les formules et les calculs auxquels on est 
conduit par la marclie ci-dessus tracee se simplifn'iit quand on proud 
pour X une fonction dea;, j, z, ... qui jouit do la pr()[>rid(o. do n’etre 
pas alteree par une ou plusieurs des substitutions P, Q, 11, .... 

Diverses applications des principes exposes dans ce Mernoiro lornu'- 
rontle sujet d’un nouvel article. 
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Analyse biatidematiqee. — Applications dioerses du nouveau calcui dont 
les principes ont die elablis dans la seance nrecedente. 

C. R., T. XXII, p. 99 (19 janvier 1846). 

Considerons n variables diverses cc,y, z, u, v, . . . .Ld nombre total A 
dcs arrangements quo Ton pourra former avec ces variables sera deter- 
mine par la formule 

7Vr=I.2.3.../l. 

Soit d’ailleurs s une fonction lineaire de x,y, z, ... determinee par 
line-equation de la forme 

(1) s = ax -\-by cs ->r . . . . 

Les diverses valeurs de cette fonction seront toiites egales entre elles, 
et par suite la fonction sera symetrique, si les coefficients a, b, c, .. . 
soiU tous egaux entre eux. Si, au conti*aire» plusieurs coefficients 
sent in^gaux, la fonction s offrira plusieurs taleurs distinctes dont le 
nombre sera facile a calculer. Enfin, si totls les coefificients sont ine- 
aaux, les iV valeurs de la fonction $ seront toutes distinctes les unes 
des autrcs. 

Concetons maintenant qUe a 6tant une racine de I’equation 

(2) 

■ on reduise les coefBcients 

a, b, c, ... 

aux divers termes de la suite 

(3) I, 

La formule ( 2 ) donnera 

(4) s =7 a; -h aj -I- 
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Soit d’ailleurs 
(5) 


V = {x,y,si, u,(>, ...)• 


On aura 
( 6 ) 




et, par cons^uent, 
(7) 


Pi = 


s 


puis on en conclura 

P5®= (Pi)''= 

ou, ce qui revient au meme, 


( 8 ) 


Ps'‘ = i'*. 


Lorsque a represente une racine primitive de Tequation (a), alors Ins 
n termes de la serie (3) etant tous inegaux entro. eux, la Idnction .v 
determinee par la formule (4) olfre valeurs distinctcs. Mais c.ormnc, 
en vertu de la formule (8), represcnte une fonction qui n'ost [iliis 
alteree par la substitution P, cette derniere fonction offro fivideinmont 
autant de valeurs distinctes qu’il y a d’unit6s dans lo rapport 

N 

- =i.2.3...(«-i), 

Concevons a present que, « etant une racine primitive de I’dqua- 
tion ( 2 ), on eleve la fonction s k une puissance quelconque dont 1(‘ 
degre / soit un nombre premier k n, et designons par 

y> z, u, V, ... 

les diverses fonctions de a:, y, z,u,v,... qui, dans Ic dev(d()(.pcmen( 
de 5', se trouvent multipliees par les divers termes de la suite 

i, ct‘, a» 

en sorte qu’on ait 
( 9 ) 


^'=XH-a'yH-a*'z-h 
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Oa tirera de la formule (7) 

ot par consequent, eu egard a I’equation (9), 

’(10) Pi'^= y •+ a'z - 4 - a-'u +. . . . 

Or, dc la formule (10) comparee a I’equation (9), il resulte evidem- 
rncnt que la substitution P a pour effet de transformer x en y, y en z, 
z en u, Done, si Ton represente par 

(ii) £2 = F(x,y,z, ...) 

line function quelconque de x, y, z, la substitution P appliquee 
a la fonction Oproduirale meme effet que la substitution (x, y, z, ...). 
liln d’autres termes, si Ton pose 

( 11 ) (x,y,z, ...), 

T ne sera autre chose que la substitution P expriniee, non plus a I’aide 
des variables donnees x, y, z-, ..., mais a I’aide des nouvelles va- 
riables X, y, z, de sorte que, en designant par Ii une fonction quel- 
conque de ces nouvelles variables, on aura 

(i3) P£2 — 

Ce n’est pas tout : si, en nommant r Tun quelconquejdes nombres 
premiers a n, et p un entier choisi de raaniere a verifier la formule 

(,4) . rpsi (raod./z), 

on remplace a par «p dans le second membre de I’equation ( 4 ), on 
obtiendra une nouvelle valeur de i, qui seraprecisement celle a laquelle 
on parvient quand on substitue aux variables dont les rangs, dans la 
serie 

sont representes par les nonabres 

I, 3 , 3, 


OEuvres d^C. — S. 1, t. X. 


7 
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L-elles (lont les rangs sont representes par les nomhros 

r, 2 3 /*, 

Done la nouvelle valour dev sera precisement cello qn’oii ohlien t quaiH 
on applique a v la substitution Q relative aux seulos varial.I.'s 

J, 5, •••, 

et determinee par I’equation symbolique 



D’autre part, comme la substitution Q relative aux si'ult's variabh's 
j, et determinee par la formulc (j5), produira siir .v, et par suite 
sur un effet identique avec celui qui resulterait dii e.liaiigi'iiK'iit di* 
a en a^, on aura, non seulement 

(| 6 ) ■ Qs — X + X^J'-hCC'^S-h-.., 

raais encore 

( i^) Qs'=:\ -h a^'y + ■+■ 

Or, de la formule (17), comparee a I’equation (9), on cotudura <jue la 
substitution Q fait passer a la place des fonctions dont les rangs, dans 
la serie 

y, z, u, ..., 

sont representes par les nombres 

j, 2, 3 

celles dont les rangs sont representes par les nombres 

r, 2 r, 3r, 

Done la substitution Q echangera entre eux de la nneine inaniere les 
termes correspondants des deux series 


-s, «i 

yv z, u. 
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et, si 1 on aomtne ^ce que devient la substitution Q exprimee a I’aide 
de y, z, u, . . se deduira de a I’aide d’une equation syinboliqiic 
semblablc ii la formule (i5); de sorte qu’on aura 



X devan t conserver la memo place dans « et dans r. Si maintenant on 
applique la substitution ^ ainsi determinee a une fonction quel- 
eonquc Q de x, y, z, on aura identiquement 


(■9) 




Commc, en designant par / un nombrc entier quelconque, on tire 
de la formule (i5) 



I’ordre / de la substitution Q, ou la plus petite valeur de / propre a ve- 
rifier la formule 


devra evideinment se coiifondre avecJaplus petite valeur de / propre 
a verifier I’equation 

P'''=P, 


que Ton peut reduire a 

(mod./’?)* 


Done, par suite, si r est une racine primitive relative au module n, le 
nombro f devra se confondre avec I’indicateur maximum I correspon- 
dant a ce module. Dans le cas contraire, i sera un diviseur de I. 

D’autre part, comme, en vertu de I’equation (i5), le systeme des 
puissances de P sera permutable avec le systeme des puissances de Q, 
on peut affirmer que les deux substitutions 

P, Q. 


jointes a leurs derivees, composeront un systeme dont I’ordre sera 
represente par le produit 

ni4 
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plr suile a»ssi, » q'*'"”'’'!"'’ 

tutions 

jointes a leurs derivees, composeront un systemo dont ronlrc sera 

ni 


Ajoutons que de la formule (. 3 ) on tirera immcdiatcmcnl. 

(.0) P«a = $“i2. 

Les fomules que nous venons d’etablir offrenl dcs expressions tres 
simples des theoremes fondamentaux sur lesquels s’ap[)me. la resolu- 
tion des equations binomes. Les ^uations (i 3 ), (19) cl (20 ), en par- 
tieulier, permettentde construire facilement avec n variables donne<‘s 
x,y,z,... des fonctions pour lesquelles le nombre m des valeurs 
distinctes soit determine par la formule 


(21) 


I . 2 . . . ( /I — 1 ) 

m ; 

I 


fetant, ou I’indicateur maximum /relatif au module n, on un diviseiir 
del, eta etant, ou I’unite ou un diviseur de n. D’ailleurs, le mode de 
formation que fournissent les equations (t 3 ), (19) et (20), pour les 
fonctions dont il s’agit, est different de celui quo nous avons indique 
dans la seance du 6 octobre, et se reduit a la regb', <}uo nous allons 
enoiieer. 

Pour former avec n variables a;, s, ... uno fonclion il qui offta' 


valeufs distinctes, a etant un diviseur quelconque do n, otf un divi- 
seur quelconque de I’indicateur maximum relatif au module ri, posez 

S — r -I- -f- Ot* Z "H** • • « ) 

a ^ant une racine primitive de I’equation 
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Soil d ailleui’s I un quelconque des entiers premiers a n, et represeii- 
tez par 


les coefficients de 


X, y, z, 

1, a', a.^', 


dans le developpenaent dc /. Soit encore r une racine primitive de 
r^uivalencc 

/■'■= I (mod. /«), 


cn sorte que r' represente la plus petite puissance de r, qui, divisec 
par n, donne I’unite pour reste. Pour obtenir une fonction Q de cc, y, 
z, ... qui remplisse la condition enoncee, il suffira de prendre gene- 
ralement 

i2=:F(x, y,z, .. .), 


F(x, Y, z, . ..) designant une fonction de x, y, z, . . . qui nc soit jamais 
alteree, ni par la puissance de la substitution 

®”(x,y,z, ...), 

ni par la substitution 

A la verite, il semblerait au premier abord que cette regie ramene 
la question proposde a une question entierement semblable. Car, pour 
caracteriser une fonction il de x, y, z, ... qui ofTre 

i.a.3...(« — i) 

Cl 

I 

valeurs distinctes, il suffit de dire que les substitutions qui n’alterent 
pas sa valeur se reduisent aux derivees de deux substitutions de la 
forme 



et ces deux dernieres equations sent semblables k cedes qui fournis- 
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sent les valeurs de $, t.exprimees a I’aide des vanaMes x, y. /, 

Mais il importe d’observer que le nombre des valeurs distinetes d(' LI 
considere comme fonction de a;, y, s, rcslera general(MiH‘ut le 
meme si I’on diminue le nombre des valeurs distinetes d(‘ 12 eensi- 

dere comme fonction de x, y, z etmeme si Ton reduit ee dernier 

nombre a I’unite. Done, ensuivant la regie iiuliquee, on pourra geiu'- 

ralement prendre pour F(x,y,z, ...) une Ibne.tion symetri<iue des 

nouvelles variables x, y, z, — 

Au reste, il suit, des principes etablisdans la seatuu* preeedi'iite, 
que la regie ci-dessiis tracee est comprise comme eas parlieulii'r dans 
une autre regie qui conduit au meme but, et quo nous allons indi- 


quer. 

Pour former avec les n variables x, y, s, . . . une lonetion 12 (|ui 
offre /w valeurs distinetes, la valeur do m etant di'terniiiuu* jiar la for- 
mule ( 21 ), posez 

P = (x, ...) et Q 
r etant une racine primitive de Tequivalence 


7''=r (mod./i); 


puis construisez une fonction x qui verific la condition 
(22) ° P^X— X, 

et prenez en suite 

12 = F(x,y, z, . . .), 

F(x,y,z, ...) designant une fonction symetrique des variables x, y. 
z, ..., ety, z, ... etant liees ax paries formules 

y = Qx, z = Q‘-x, 

La valeur de Q ainsi obtenue, savoir 

123) 12 = F(x,.Qx,Q»x, ...,Q'-ix), 

satisfera generalement a la question. D’ailleurs, comme, en posant, 
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pour abreger, 

(24) C=”, 

a 

on tirera de la formiile (7) 

il est clair qu’on verifiera generalement la formule (22) en posant 

X = .9“.' 

Done I’equation (23) pourra etre reduite a celle-ei 

la valeur de s etant delerminee par la formule (4), eta etant une ra- 
cine primitive de I’equation (2). 

Si, dans la formule (4), on prenait pour a, non plus une racine pri- 
mitive de I’equation (2), mais une puissanee d’une telle raeine, le 
degre v de cette puissance etant un diviseur de n, alors il sufflrait 
d’assujettir les nombres <2 et c a verifier, non plus la formule (24), 
mais la suivante 

(26) ac—-> 

V 

pour que la fonction 12, determinee par I’equation (25), offrit encore, 
generalement, m valeurs distinctes, la valeur de m etant toujours 
donnee par la formule (21). 

Dans un autre article, je monfrerai comment le nouveau calcul pent 
Hre appliqu4 a la formation de functions transitives qui offrent moihs 
de valeurs encore que celles que nous venons de construire, par 
exemple a la formation de fonctions transitives de six variables qui 
offrent six valeurs distinctes. 
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AmvSE ratoouE. - Recherches mr un !yU/mc ,r,:,,„alion., 

taiiict. iota ks met se dedmenl ties a, arts a I'ahk i'luio oa ,k 

plusieurs substitutions. 

C. R., T. XXII, p. iSg (a6 janvier iS.tti ). 


Quelques mots suffiront pour donncr uiie idoo de cos roclK'i-clu's, 
qui seront developpees dans les Exercices d’Analyxc at de PhysKiiie 


rnathematiai 


Supposons que, rn etant un nombre entier qiudcoiHiiu' uu 

multiple de m, leslettresx, y, z, • • ..rcpresenlent m foncfions divorsos 

de n variables x, y, s, u,v Soit, de plus, i , P, Q, It, ... un sys- 

teme de substitutions conjuguees dont I’ordre soit prdciseiuont /--■ 
Les/zvariablesa;, j, 5, u,v, ... seront, on general, coinplblomont dd- 
terminees, si on les assujettit a verifier les n equations siinultundos 


(I) 


^ X = 0, Px=:0, Q.\ — 0, .... 

P'zro, Py = 0, Qy = (>, 

( * ‘ ’ 


Or les valeurs de x, y, s, u, o, ... , qui verifient des tuiualions do 
cette forme, jouissent de diverses proprietes reinarquablos, el, on 
particulier, de celles que nous allons indiquer. 

Supposons que, la variable a; etant comprise dans un lacteur oirou- 
laire de P, on nomme h I’ordre de ce facteur ciroulaire, ot x^, .t\, .... 
a;*., les variables comprises avec x dans ce meme fa(!l(nir. (Ihaoune 
des valeurs de x fournies par la resolution des equations (i) sera en 
meme temps une valeur de a?,, une valeur do . . . , uno valeur de 
Xk-i. Celapose, soit 

(a' F(a')=ro 

Pequation qui resultera de I’elimination des variables .r, y, s, «, c. . . . 
entre les formules (i). Cette equation admettra deux espbees de ra- 
cines. Les unes verifieront des conditions de la forme 

( 3 ) 
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/etant un diviseur de A; les autres ne satisferont a aucune semblable 
condition. Si d ailleurs on suppose x, y, z, . . . reduites a des fonctions 
entieres des variables x, j, on pourra facilement decom- 

poser I’equation ( 2 ) en deux autres 

(4 ,) <p {sc) = o, 

('> ) X(^) — 

qui correspondront respectivement a ces deux especes de racines, et 
meme I’equalion (4) en plusieurs autres, qui correspondront aux 
diverses valours de 1. Ajoutons que ces diverses equations, et parti- 
culierement I’equation (5), dont chaque racine ne verifiera aucune 
condition do la forme (3), pourront etre generalement resolues a 
I’aide d'un certain nombre d’equations moins elevees, que Ton obtien- 
dra, par exemple, en suivant la methode donnee par Abel dans son 
beau Memoire Sur une ckme particuliere d’equations residues algehri- 
quemerit. 


m. 

Analyse mathematiqiie. — Note sur diverses proprietes de ceriaines 
fonctions algebriques. 

C. R., T. XXll, p. 160 (uC jaiiYier iS.iO). 

Simple enonce. 


325 . 

Analyse matiiematique. — Sur la resolution directe d'un systime d’equa- 
tions simultanies, donl les unes se deduisent des autres a, I’aide d’une 
ou de plusieurs substitutions. 

C. It., T. XXII, p. igS (2 ftvrier 1846). 

Soient donnees entre n variables 

, X, y, s,. . .. 


OEuvres de C. 


S. I, t. X. 


8 
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„ e, Unions d... V'"’'" "" 

Je pliisieurs substitutions. Si Ics premiers meml.res (if ees e,|ual,„„» 
J, des fonctions entieres do a-, e, . . . . on p.u.rra eomme ueus 

ravens dit dans ia seance precedente. eliminer !es van.i i ' sp , 

puis decomposer 1 equation 

l,j F(dc)=;0, 

resultante de cette Mimination, en d’aulres dquations plus simples .>( 
d’un degre moins eleve. Au reste, pour obtenir les viile.urs (l(« .r, v, 
s, .. . propres a verifier les equations donnees, il n’est pas alisoluinent 

necessairede former I’equation resultante. On pent elierclier direete- 

ment les equations plus simples qui doivont la reinplaei'r, ('( faire 

servir au calcul des coefficients que cclles-ci re ii ferine rout le systeine 

des equations donnees. 

Pour faire mieux comprendre comment tin seniblahle ealeiil petil 
s’effectuer, considerons, en particulier, le cas oil les eiiiiations don- 
nees se deduisent toutes de I’une d’entre ellcs a 1 aieU' di's diverses 
puissances d’une substitution circulaire 

z, ...) 

qui renferme toutes les variables, et sent, en consequtunee, ib* la 
forme 


{%) x = o, Px=:o, P^x--;o, P" ' X <), 

X designant une fonction entierc de ecs variables. Si, en noinmaiit w 
une autre fonction entiere de a?, j, 3, . . . , on combine, [>ar voie trad* 
dition, lesformules( 2 ) respectivement multipliees par les facteurs 

w, Pw, P^O), ..., 
on obtiendra la formule 

(3) (i -l-P + P^ + ...-t-P'‘“')MX:r-o. 

Si d’ailleurs on altribue successivement a oj n valours diverses, pour 
chacune desquelles le premier membre de la formule (3) se rdduisi' a 
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une foaction symetrique de x, r, z, . . le systemc des n equations 
ainsi trouvees determinera les valeurs des fonctions 

q = xv -h -xz jz , 

r -xyz^.... 


et loi’squ’on aura calcule ces valeurs, il suffira de resoudre par rap- 
port a I’inconnue ^ I’equation du n'""® degre 

( 4 ) -H qs’^' “ — rs’^ Oy 

pour obtenir les valeurs des variables x, y, z, 

Pour eclaircir ce qui vient d’etre dit par un exemple, soipposons 
« = 3 ot X = .* — ( y- -f- c-)z, c designant une quantite constante. Les 
equations (2 ), jointes a la formule P = (.r, y, s), donneront 

( 5 ) :r — (y- -h c'^)z z= o, y — c^)t ~ 0, ■ z — (x- -h- c-)y — 0. 

Alors I’equation (i) sera du quinzieme degre, et ses quinze racines 
seront de deux especes. Trois d’entre elles, savoir, o, •+■ y i — 

— \/i — c- , verifieront la formule 

( 6 ) dr ( H- c’ — I ) :!= o, 

a laquelle on parvient, en posant, dans Tune quelconque des equa- 
tions (5), X ~y = s. Les douze autres racines de I’equation (i) veri- 
fieront la formule 

(i -!- 4c^-l- c® (i -1- 2 H- 6 c'" c“ -f- 4 c* ) ■«'* 

-+- (i-4-e’-H-3c'-h3cS-f-6c’»)a:'’ . 

^ j 3 — c* — 3 — c® — 1~ 3 -f— 4 ^ 

-H (l -4- 2 — C® — 2C® — -h 4- I 4- 0. 

Mais, en vertu des principes exposes dans la seance precedente, la 
formule ( 7 ) pourra etre reduite a un systbme d’equations du troi- 
sieme degre, et par suite les ^nations (5) pourront etre resolues 
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akebriquement. Touiefois, la clccompositbu. do l’.M|ualion c; ) .m. 
prusieurs autres exigerait un calcul ass,, long, ,*U sans rn.-nun.- a 
L calcul. on meme sans pronclre la poino .IN^lahhr 1 oqualnm , ; , 
on peut construire directement Ics equations plus snnph's, dont la 
resolution fournira les valeurs algcbriqiu's ,1,' ,r,,r, Kn (dli'l. inun- 
mons ^ I’inconnue d’une equation du troisiern,^ dogn' qui ait pour 
racines y, s. Cette equation sera do la tbnm‘ 

. s^-ps^--^qs -r o, • 

les valeurs de p, q, r etant 

(g) P = x^y + s, (jr “ XV -h ■+ ,)'3, >' 'Cr:. 

Si d’ailleurs, dans I’equation ( 3 ), reduite a la forme 
(fO) " (,4.P-HP"')f.)X 

on pose successivement (i> = x, o) -■ w - 1 .i’}', on obtieiulra, 
entre p, q et t, les trois equations 

pr — p^--[i-yc"-)q, 2 pr r- q°- -1- a-p‘ ■ { i !- a c • ) q , 
i {p^-2q-^ScnrT-{i^c-ni>. 

En eliminant successivement, dc ces dcrnit'.ri's, r i'l f>'\ on ohtieudra 
une equation clu quatrieme degre a laqnelle devront salisfair,' les 
valeurs 

(12) q~o, (/■=3(i--c») 

de la variable 5-, tiroes de la formulo (6) et de requation q ■ : 'Lv'\ 
que fournit la supposition x=y = s. Les deux autres valeurs de q 
seront donnees par la formule trbs simple 

(t3) (i — c^-\- d')q + (9 4- c“-i- c*' — - c“ ) ' = o, 

Ajoutons que, la valeur de q 6tant calcuhic, on determinera p, r ii 
I’aide des formules 


(• 4 ) 


, q^ + Zq />--*• (9 

^ 2—3 _/ ^ / ' , 

2 C® p 


puisic.y ets, en resolvantpar les methodes connues I’l'qualiou (8). 



EXTRAIT No 326. 


61 


Si I’on supposait c =: o, on tirerait des formules (5) 

— X — o; 

el; des quinze valeurs cle x, fournies parcette derniere equation, trois, 
savoir, o, + i, — i, verifieraient la formiile ( 6 ), tandis que les douze 
autres seraientles douze valeurs de s, determinees par I’equation ( 8 ) 
jointe au systeme des formules 

r = p-^. 

De ces douze valeurs de s, ainsi qu’on devait s’y attendre, six se con- 
fondent avec les racines primitives de I’equation binome 

x'' —O. 

Si Ton supposait <? = t , la formule ( 7 ) deviendrait 

x'^ + 6 it''’ -h lAa;-"-!- 4- 6ic*-i- -+- 3 — o, 

et les formules (t3), (i4) donneraient 

3 a 

^2 ^ 3 ~ z=z q-‘ %q ^ r z=z p — • 


326 . 

Analyse mathematique. — Siir la resolution des equations symholiques 

non lineaires. 

C. R., T. XXn, p. 235 (9 fevrier 1846). 

Dans un precedent Memoire, j’ai montre comment on pouvait 
r^soudre les equations symboliques lineaires auxquelles on se trouve 
conduit dans la theorie des permutations. Les recherches que j’ai 
aujourd’hui I’honneur de presenter a I’Academie se rapportent a la 
resolution des Equations symboliques non lineaires. J.e vais donner 
en peu de mots une idee de ces recherches. Les resultats qu’elles 
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„;„.f.„.nissero„. exposes pl»s e„ dot.il d.o. I,* K'.--/,.-.,. ,r 

lyse el de Physique mathematique. 

Considerons n variables 

^1. " 

chaque indicc pouvant Mtc augment, ou dimiu,,.'. d'm, 

La5„e do »; et nommons P one soKatitutioo ,.onl..,-,„ 

toutes ces variables, de sorte qu on ait 

P=: (iCo, SOi, . . 'O/ 1 ' 

ea exprio.ar,t la aubsUtulion 1> a I'aido dos iodioos ,|„i allooto.,. 

les diverses variables, 

(,) p = (0, 1,3, 3, « "• 

On pourra satisfaire a I’equation syinbolique lineaire 

Sl>...l‘-S, 

en prenantpour S une substitution qui laissc immobile la variable ,r„, 
et meme, si n est pair ou dc la forme 


(3) 

la variable a;,-. D’ailleurs, cette substitution S, determinee par la 
mule symbolique 

(4) 


;or- 


S--- 


sera une substitution du second ordre. 

Ce n’est pas tout ; le nombre n etant suppose pair et de la forme a /, 
on poiirra resoudre de diverses manieres Tequation symbolique 

(D) ‘ 1V-‘=S, 

dans kquelle la substitution S renferme 2(1 — 1 ) indices, et memo la 
resoudre en prenant pour R une substitution do I’ordre 2( i 1 ), qoi 



verifie I’equation 

( 6 ) 
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P‘Rz:=R->P‘ 
oil 



En effet, partageons les indices 

I, ‘ 2 , 3, . . i — I, i-f-i, . . n — 3, n — 2, n-^i 
en groupes, dontcliaciin soit compose de quatre indices de la forme 

I, i — I, — /, i -v- 1, 

qui se reduiront a deux, si, i etant pair, on prend il suffira, 

pour resoudrc simultanement les equations (5) et (6), de poser 

(8) R -- (sc, 6,y, . . . , i— y, i— 6, i— a, — a, — o, — y, . . . , /-e y, c-i- S, i -t- a), 

a, S, y, ... etant des indices pris dans les divers groupes. La valeur 
de 11 etant ainsi determinee, nommons-^ I’indice qui succede a I’in- 
dicc A en vcrtu de la substitution R, et posons generalement 

(9) R/,^P-‘-RP^‘. 

On tirera des formules (6), (9) 

(10) RaRiH-/;=I, 

et, par suite, 

(11) R?+a— I, Rf-a— [. 

Done R,>a et R,.* seront des substitutions du second ordre. Ajoutons 
que, si I’on pose pour abreger 

(,2) A=RP':=:P'R->, 

on aura 

(l3) R,+a- P-“AP“, R,_a=P“.^P-“, 
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et, par suite, 

(14) R, •_„=(«,« + a) (a + \ y,' \ ^ i cl.... 

(15) R,.^_a==(-a. ' — «)(•'"■ 

Done, si Ton notnme toujours h, k deux indices doiit le second suc- 
cMe au premier en vertu dc la substitution R, les divu'rs iaet(‘iirs cir- 
culaires de R,_a seront de la forme (a + k, i -f- a 4- k )• 11 <‘s( aisc d’en 
conclure qu’aucun facteur dc R,_.„ nc sera en meine temps facteur de 
la substitution R'-*, e’est-a-dire do la foriru^ 

a moins que les indices h,k(iia no vorifiont la condition 

(16) /i -{- A’ 4- 2 a H- J o ( U)0(L n ). 

D’autre part, le produit YU do deux substitutions U, V no pent c(‘sser 
de renfermer Tune des variables k, k, dont la secoiuh' smudub* a la 
premiere en vertu de la substitution IJ. que dans le <uts on V fait 
succeder reciproquement h a k. Done, si a, 6', y, . .. sont clioisis de 
maniere que la condition (iG) no soil jamais verifiet', il sutlira de 
poser 

(17) Q — Ri+-a R' '* 
ou, ce qui revient au meme, 

(<8) Q::=R'-‘R,..„, 

pour que la substitution Q deplace les n - - i indices 

I, 2, 3 , ..., rt — 2, /< — I. 

Si Ton applique, en particulier, cos principes aux functions dont 
M. Hermite s’est occupe, e’est-a-dire b cellos qui renfernmnt six, 
huit ou douze variables, ou plutot aux substitutions qui peuvont 
deplacer les variables 

«3?o, ^ 2 , Xft i 

dans ces memes fonctions, on obtiendra les rdsultats suivants. 
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Si a la substitution P de I’ordre n = iii, determinee par la for- 
imile (i), on joint une substitution Q de I’ordre « - 1 et une sub- 
stitution R de I ordre n — 2, les derivees de 

P, Q, R 

constitueront un systwne de substitutions conjuguees dont chacuno 
deplacera n, « - i ou n - 2 variables, et ce systeme sera d’un ordre 
rcpresente par le prodiiit 

n{/i — i){n — 2), 


pourvu que, les valeurs de Q, R etant determinees a I’aide des tor. 
mules (8), (9), (17), on pose : 

1“ Pour n = 6, 


2" Pour 71 8, 


ou 


3 “ Pour n = 12., 


ou 


Rr=(r,2, 5,4); 

R = (r,2, 3 , 7, 6 , 5 ) 

R==(r,6, 3, 7 , 2,5); 

R = (ij 4, 9> 2, 5, u, 8,3, 10, 7) 
R — (i, 10, 9, 8,5, 11,2,3,4,7), 


327 . 

Analyse MATiutMATiQUE. — Not.e sur un tkeorime fondamental relatif 
a deux systemes de substitutions conjuguees. 

V C. II., T. XXII, p, 63o (ii avril 1846 ). 

Une proposition digne de remarque, dans la theorie des permuta- 
tions, est celle que j’ai donnee dans la seance du 10 novembre dernier 
(page 1 089) (^), savoir, que le produit des ordres de deux systemes 
de substitutions conjuguees divise exactement la difference entre le 

(1 ) OEmres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 4c>3. 

OEuvres de C. — S. I, t. X., 


9 
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nombre des arrangements que Ton pent former avec les (liv(>rses 
variables et le nombre des solutions do rcqiiation lineuire syrnho- 
lique dont les deux membres sont les produits d’une meme substi- 
tution par les termes generaux des deux systemes, run de ces tenni's 
etantprispourmultiplicandc, et I’autrc pour multiplicateur. Comrne 
de cette proposition Ton peut immediatement dcduire un grand 
nombre d’autres theoremes, il m’a semble qu’il serail utile di' I’eta- 
blir, s’il etait possible, a I’aide d’unc demonstration simple et directe. 
Tel me parait etre le double caracterc de cello que je vais c'xposi'r on 
peu de mots. 

TheorMe. — Formons m^ec n variables 


X, y, z, ... 

deux systemes de suhstiUitions conjugaees; et soie/U 

( 1 ) I , Pj. P 2 , * • • » Pfi 1 

( 2 ) f ) Qi» • • • » 1 

ces deux systemes, le premier de Vordre a, le second de Fordre b, Soient 
d'ailleursh, k deux nomhres entiers qiielconqiies ; nommons 1 le nombre 
des substitutions R pour lesquelles se verijient des equations symboliques 
de la forme 

(M RPa:i::Q,.H, 

et posons, pour abreger, 

N-zz: 1 . 2 . 3 .. 

Les nomhres N et I fourniront le mime resle lorsqu on les dhnsera par le 
produit ah. 

Demonstration, — Si Ton pose 
(4) ‘ 

alors, parmi l6s substitutions que Ton pour^a former avee les variables, 
eelles pour lesquelles ne severifieront jamais des equations semblables 
a la formule (3) seront en nombre egal a J. Nommons U Tune de ces 
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(iernieres substitutions. Les divers termes du Tableau 


1 

UP., 

UP,, 

UP«_., 

1 Q.u, 

Q.up., 

QiUP,, 

• • » Ql 

QaU, 

QsUP., 

Q^up,, 

Q2UP„_., 

1 Qa-.u, 

Qi-, P., 

Q..-.UP., . 

‘ » ? 

Q/,-.up,_ 


scront tous iaegaux entre eux. Car, si I’on supposait 

Q4.UP/,=:Q,.UP,,, 

on on eonclurait 

(6) UP,,P;7.- = 0if'Q,.U 
ou, ce qui revient au meme, 

(7) [I5e=^U, 
les valours de |ctant 

ct, commc alors les deux lettres <S, ^representeraient, la premiere, un 
(ermc de la serie (i), la seconde, un terme de la serie (2), il est clair 
que la formule (7) serait semblable a I’equation (3), en sorte que la 
substitution U se reduirait, contre Thypothese admise, a Tune des 
valeurs de B. 

Soit maintenant V une nouvelle substitution, qui ne se reduise ni ii 
I’une des valeurs de R, ni a aucune des substitutions comprises dans 
le Tableau ( 5 ). Les divers termes du Tableau 


V, 

VP., 

VP., 

VP«_„ 

Q.v, 

Q.vp., 

QiVP„ 

QiVP„. 

Q.v, 

Q.vp., 

Q.vp„ 

• Q^VP„_: 

T 

<5 

Q.-1VP., 

VP2, 

Q._iVP, 


seront encore tous inegaux entre eux; il y a plus : ils seront distincts 
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de tous ceux que renferme le Tableau (5). Car, si 1 on avail 


on en conclurait 


Q*UP/, = Q4'VIV, 
V==Q*.‘Qa.UPaPp‘, 


ef, comme les deux produits 

Ql-'Qk, P/JV 

representeraient, le premier, un termc de la st'rie (i), 1(’ soeond, uii 
terme de la serie ( 2 ), il est clair que, en vertu de la derniere Idrniule, 
Vseradeja, contre rhypothese admise, I’un des tenues I'eidermes dans 
le Tableau (5). En continuant ainsi, on finira par repartir les J substi- 
tutions, pour lesquelles ne se verifieront jamais des e<(uations sein- 
blables a la formule (3), entre plusieurs Tableaux dont ehaeun n'lifer- 
mera autant de termes, inegaux entre eux, qu’il y a d’unites dans b- 
produita^i, et offrira, pour premier terme, une substitution non com- 
prise dans les Tableaux-deja formes. Done le nombre J on .V - 1 sera 
un multiple du produit ab ; done les nombres iV et 1 , divises j)ar le pro- 
duit ab, fourniront le meme reste. 


328. 

G. R,, T. XXIII, p. i5 (6 juillot 1846 ). 

M. Cauchy lit une Note ayant pour titre : Sur I’ heureme. solution d' une 
question importante soulevee a I’ occasion du concours de Slatislique. 

Dans cette Note, M. Cauchy rappelle Un vom d’abord ernis, dans le 
sein de TAcademie des Sciences, k Toccasiou du concours de Slatis- 
tique, et auquel se sont associes la plupart des membres dc Tlnstitut. 
Une mesure legislative vient de r^aliser ce voeu on exeinptant des 
droits de timbre et d’enregistrement les actes necessaires pour le 
mariage des pauvres et pour la legitimation de leurs enfants. 
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329. 

Note, 

C. B., T, XXIlf, p; 8 o (i 3 juillet 1846). 

M. Cauchy croit devoir signaler une consequence importante des 
principes enonces dans le Rapport de la Section de Mecanique et rap- 
peles par M. Seguier. Comme il a ete dit dans le Rapport, les condi- 
tions que Ton doit remplir, pour diminuer les chances d’accident, sont 
relatives, les unes a la vitesse, les autres a la masse. Le danger et les 
chances de deraillement croissent, non seulement avec la vitesse, mais 
encore avec la masse, par consequent avec le nombre des wagons; et il 
en resulte qu’un convoi de vingt wagons remorques par le systeme de 
deux locomotives sera toujours avantageusement remplace par deux 
convois, convenahlement espaces, dont chacun renfermerait dix wa- 
gons remorques par une seule locomotive. Les faits viennent a I’appul 
de cette proposition malheureusement verifiee par les catastrophes dii 
8 mai et du 8 juillet, qui, Tune et I’autre, ont coincide avec I’em- 
ploi de deux machines. M. Cauchy espere que, convaincus par une si 
triste experience, les administrateurs des chemins de fer donneront 
des ordres pour que, a I’avenir, un convoi soit toujours restreint au 
nombre de wagons qu’une seule locomotive pourra remorquer. 


- S30. 

GfiOMtitRtE ANALYTiqUE. — Memoire sur les avantages que presenle, dans la 
Geomelrie analylique, I’emploi de facteurs propres a indiquer le sens 
dans leqiiel s'effectuent certains mouvements de rotation, et sur les resul- 
tantes construites avec les cosinus des angles que deux systemes d’ axes 
forment entre eux. 

C. R., T. XXIII, p. 25 i (3 aout i84C). 

Simple enonce. 
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331 . 

Calcul integral. - Sar les inUgraks qui sdlmdenl d Kms les points 
d’une courbe fermee. 

C. R., T. XXIII, p. 2 S 1 (3 aoilt iR.ili). 

Les deux Memoires que j’ai I’honncur do prosonter ii rAcudomic sc 
rapportent, I’un a la Geometrie analytiquo, rautro au Galiail integral. 
Gomme je me propose de faire paraitre siiccossivomont cos doux Me- 
moires dans les Exercices d' Analyse et de Physique mathemntique, jo 
me faornerai a enoncer ici, en peu de mots, quolquos-ims ties resultats 
auxquels je suis parvenu. 

. J’ai montre, dans mon Analyse algibrique, comhii'ii ii import!^ de 
fixer avec precision le sens des expressions employees dans les Por- 
mules d’Algebre : pour mieux atteindre ce but, j’ai [irojiosc de res- 
treindre les notations a I’aide desquelles on designait encore (rop 
souvent des fonctions dont les valeurs etaient multi[)les, et d’ajipli- 
quer uniquement ces memos notations a des fonctions dont les valours 
fussent toujours completement determinees. Get expedient, aujour- 
d’hui generalemerit adopte par les geometres, a fait tlisparailre b's 
incertitudes que presentait I’interpretation dc certaines formules et 
les contradictions auxquelles on sembiait fdre conduit par ie e.aleul. 
Toutefois, quelques formules de Geometric analytiquo, et particu- 
lierement cellos qui se rapportent a la determination des rcsultantes 
formees avec les coordonnees de divers points, n’offraient pas encore 
toute la precision desirable et renfermaient des doubles signes dont 
la determination dependait de conditions qu’on etait oblige d’enoncer 
a part dans le discours. Je fais disparaitre cet inconvenient, on intro- 
duisant dans le calcul des facteurs dont chacun depend du sens attri- 
fane a un certain mouveraent de rotation, et se reduit k 4- 1 ou a — i , 
suivant que cemouvementest direct ou retrograde. Ce proced 6 permet 
d etablir, avec une grande facility, non seulemcnt diverses proposi- 
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tions deja coiiaues, mais encore plusieurs autres'parmi lesquelles je 
citerai les suivantes : 

Theor£:me I. — Etant donneSy dans Vespace, deux angles plans 

{r,s), {u,v), 

donl les cdtes 

/*, S, Uy 

se mesurent dans des directions determinees ; si, a^ec les quatre cosinus des 
aiitres angles que ces cotes formeront entre eux, on construit une resiil- 
tante, cette resultante sera positive ou negative, suivant que les mouve- 
ments de rotation de r en s et de u en v, autour d^ une droile perpendicu-- 
laire au plan de I' an des deux angles (r, s'), (u, v), s effectueront dans le 
m^me sens ou en sens contraires; et aura pour valeur numerique lepra- 
duit des sinus des deux angles (r, s), (u, v) par le cosinus de V inclinaison 
mutuelle des plans de ces deux angles. 

TheorMe II. iltant donnes, dans Vespace, deux angles solides qui 
ont pour arites, le premier les longueurs r, s, t, le second les longueurs 
u, 9^ w, si Von determine les cosinus des neuf angles que formeront les 
arites r, s, t a^ec les arites u, v, w, la resultante construite avec ces neuf 
cosinus sera positive ou negative, suivant que les mouvements de rotation 
de r en s autour de t, et de u en v autour de vv, s effectueront dans le 
mime sens ou en des sens contraires; et cette resultante aura pour valeur 
numerique le produit des volumes des parallelepipedes que r on peal 
former, d’une part, sur les arites r, s, t, d' autre part, sur les aretes 
u, V, w, en supposant ohacune de ces six arites reduite a V unite. 

Parlons maintenant des integrales qui se rapportent a des courbes 
fermees. Elies jouissent d’un grand nombre de proprietes remar- 
quables, entre lesquelles on doit signaler celles qui se trouyent enon- 
cees dans les theoremes suivants : 

TheorMe L -- La position d'un point mobile P etant determinee dans 
Vespace a V aide de coordonnees rectilignes, ou polaires, ou de toute autre 
nature, nommons 

X, f, z, ... 
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des qmntites qui vdrient d’ane maniere continue mvc (a position dr or 
point. Soil d’ailleurs S imeaire qid.se rnesure dans tin plan donne\ on stir 
line surface donnee, et qui ait pour limit e line sc tile eoitrbe fermee de 
toutes parts. Concevons ensuite qiic le point ntolnlc 1* suit assajetti a par- 
courir celte courbe en tournant aiitoiir de I aire S dans un sens determine. 
Nommons s I’arc de la m6tne courbe, mcsitrc positivemenl dans le sens 
dont il sagit, a partir d’une origine fia-e, ou dti mains line variable qui 
croisse constamment avec cet arc. Enfin, soil k ane. fonction des variables 
x,y,z, ... et de leurs demies relatives it s', el clesignons par (S') la va- 
leur quacquiert V integrate 

j k ds 

lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour entier de I' aire S, 
revient a sa position primitive. Si, a Vaide de pliisieurs lignes droites ou 
courbes, trades sur le vlan ou sur la surface donnee, on partage I’aire S 
en plusieurs autres 

A, B, C, ..., 

aiors, en nommant 

ik), (B), (C), ... 


ce que devient (S) quand au contour de I'aire S on substilue le contour 
de I'aire A, om B, om C, . . . , o/i aura, non seulernenl 


S=:A + B + C-+-..., 

mais encore 

(S) = (A) + (B) + (C)+..., 

vourvu que la fonction k reste finieet continue en chaque point de. chaqiie 
contour. 


Theor^me II. — Les mimes choses itant posies que dans le thioreme I, 
prenons d’ailleurs 

X, ... disignant desfonctions de x,y,z,... tellement choisies que 
la somme 

SC, dx -t- 3'’ dy + 3b ds -vf- . , , 

soit une differentielle exacte, et qoncevons que I’ on fasse varier la sur- 
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face S, en faisant varier par degres msensibles la fonne de la courbe qui 
ha sert de contour. Ces variations n’altereront pas la valeur de I’inte- 
grale (S), si lafonction k reste finie et continue en chacun cles points suc- 
cessivement occupes par la courbe variable. 

TmiORiiME III. — Les monies choses etanl posies que dans le theorime 11, 
supposons que la fonction k cesse d’ilre finie et continue pour les seals 
Doints 

P', P", P'^ 

situes dans Vinterieur de I’aire S. Si I’ on nomme a^h^c, ... de tres petits 
elements de I’aire S dont chacun renferme un de ces points, on aura 

Cette derniere equation fournit I’integrale S exprimee par une somrne 
d’integrales singuliires. Dans le cas particulier oil la fonction k reste 
finie pour tous les points situes dans I’interieur de I’aire S, ces integrales 
singuliires s’euanouissent, et Von a simplement 

(S)r=o. ' 

Les demonstrations les plus simples que Ton puisse olfrir de ces 
divers theoremes me paraissent etre cedes qui s’appuient sur la for- 
mule que j’ai donnee, dans mes Le?ons a I’Ecole Polyteclinique, pour 
I’integration des differentielles totales a plusieurs variables, et sur la 
consideration des formes diverses que prend le resultat de I’integra- 
tion quand on echange Tune contre I’autre ces memes variables. 

Remarquons d’dilleurs que les theoremes enonces subsistent, quelle 
que soit la forme de la ligne qui renferme Taire S, et dans le cas meme 
oil cette ligne devient le perimetre d’un polygone rectiligne ou curvi- 
ligne, par exemple dans le cas oil I’aire S estcelle d’un secteur circu- 
laire. 

Les corollaires qui se deduisent des theoremes enonces compren- 
nent, comme cas particuliers, un grand nombre de propositions deja 
connues, par exemple les theoremes relatifs a la determination du 

OJRut^res de C. — S. I, t, X. 
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nombredcsracincs replies ct du noml.iv d.'s rarincs iiuaginaiirs ,,ui 
verifiont certaines conditions, dans l('s (diuatioiis alf^dhrui.ios. l(>s 
theoremes relatifs a la convergence d('s series, (de. 

Lorsque, la surface S etant plane, .r, 7 s(' reduis(>nt i. d.Miv eoor- 
donnees rectilignes, ou polaires, on de toute aufre natnia', proj>res a 
determiner la position d’un point dans le plan de la sin*rae(' S, alors, 
on designant par :T deux fonctions continues di's variables .r, r, (d, 
supposant 


on a 




I’integrale double s’etendant a tons les points d(' la suidaec S. Ajon- 
tons que, si Ton nomrne x, y deux longinuirs rnesurees, a partir (run 

point quelconque P correspondantauxcoordoniHM's.r.v, sur lesdiiu'c- 

tions dans lesquelles il faudrait deplacer ee point pour fain' eroitre 
positiveraent la seule coordonnec x ou y, on (b^vra, dans la forinule 
precedente, reduirc le double signe au signe -+- ou au sigiu' sui- 
vant que le mouvement de rotation de x en y sera ou ne s(‘ra pas de 
I’espece du mouvement do rotation qu’olFrirait un point mobile assu- 
jetti a tourner autour de I’aire S de rnauii're a faiin' eroitin' la va- 
riable ,9. 

Dans le cas particuUer ou la soimne 

X dx + iy dy 

est une dilFerentiello exacte, on -a 

et la formule qui determine la valour de (S) so reduit ii rtuiualion 
dejatrouvee 


(S) = o. 
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Anaia’se aiATHEMATiQUE. — Memoires sur les fonctions de I'ciriables 

imaginaires. 

C. R., T. XXIII, p. 271 (10 aofu 18/(6). 

Ce Memoire devant etre insere prochainement dans les Exercices 
d' Analyse et de Physique mathematique , je me bornerai, pour I’in- 
stant, a indiquer en peu de mots les principes qui s’y trouvent deve- 
loppes, et quelques-unes des consequences importantes qui decoulent 
de ces rnemes principes. 

Ainsi quo je Tai remarque dans mon Analyse algebrique, lorsque les 
eonstantes ou variables comprises dans, une fonction donnee, apres 
avoir ete considerees comme reelles, sont supposees imaginaires, la 
notation a I’aide de laquelle on exprimait la fonction dont il s’agit no 
|)out fitre conservee dans le calcul qu’en vertu de conventions nou- 
velles propres a fixer le sens de cette notation dans la derniere hypo- 
tbese. 

Une des conventions qu’il semble naturcl d’adopter consiste a sup- 
poser que les formules etablies pour des valeurs reelles des variables 
sont etendues au cas oii les variables deviennent imaginaires. 

Cette seule convention suffit, non seulement pour fixer le sens qiTcn 
doit attacker aux notations qui representent des sommes, des diffe- 
rences, des produits, des quotients, et generalement des fonctions 
eatieres ou meme rationnelles de variables imaginaires, mais encore 
pour determiner les valeurs des fonctions qui sont toujours develop- 
pables en series convergentes, par exemple des exponentielles, des 
sinus et des cosinus, ou bien encore les valeurs des fonctions compo- 
seos avec celles que nous venons de signaler. La merne convention 
deviendra insuffisante si Ton veut s’en servir, par exemple pour de- 


(1) OEmres de Cauchy ^ S. II, T. XIII. 
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terminer le sens que I’on doit altaelier, dens Inns Ins nns, it la „„la- 

tion 


l.r, 


a I’aide de laquelle on rcpresciUe, quand la varia!)l(' .r ost rtudlo, lo 
lo^arithme reel et neperien do .r-. En cilbl, luu' variabl.‘ ro.dlo on 
imaginaire a une infinite de logaritlimoH, ot Ton n.‘ ponrrait ropvo- 
senterpar unc memo notation tons cos logaritlimos sans nitrodniro 
une etrange confnsion dans to calciiL Dos raisons, qni soronl (>xposb(‘s 


Lr 


dans le Memoire, nous determincnt a dosignor gbiiorali'inont pat 
celui des logaritlimes deajdans loquel lo cooHudi'iit di' \/ i ost ron- 
fermeentrelesdeuxlimites -TT, -htc, talimito inloritMiro olant oxodno, 
ensortequececoenTicientpuisse variordtqniis la limito —-n: oxclusivo- 

ment jusqu’a la limite it incliisivoinont. (lotto (anivontion blant adinist*. 
on pourra fixer tres aiscnnent,.dans tons li's oas, lo. sons dt's notations 
employees pour representer los functions <iui (KUivont si' dofinir it 
I’aide des logaritlimes, par exemple les puissances ii oxposants qui'l- 
conques reels ou imaginaires. On pourra aussi fairo dos applications 
nouvelles etplus etendues, non sculcmcnt dos thdoronios sur la con- 
vergence des series, mais encore dos thoorbmos quo fournit hi (lalcul 
desresidus, et des formules generales quo j’ai donnoos [tour la trans- 
formation et la determination dos integralos dbtinios, coumie jo lo 
montrerai ici par quelques exomples. 


Analyse. 

' Soit 

(i) x — 

une variable imaginaire, r, p etant reels otr positif. Pour une valour 
donnee de x, le module r offrira une valour unique, et Yarpiiincni p 
une infinite de valeurs, representees par les termes d’uno (trogrossion 
arithmetique dont la raison sera la circonferonco air. D’ailleurs, los 
logarithmes neperiens de x seront les diverses valeurs de y propres a 
verifier I’equation 

ey— X, 
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de laquelle on tirera 

p ctant I’un quelconque des arguments de la variable x, et !/• le loga- 
rithme reel du module r. Si, parmi les valeurs de y, on en choisit une 
pour la representer par \x, elle devra necessairement se reduire air, 
qiiand on aura x = r, p — o. Or on pent remplir cette condition de 
plusieurs manieres. L’une des plus simples consiste a supposer 

(2) lx=: Ir H- p\J— I , 

en admettant que I’argument p soit toujours compris entre les liinites 
— 7t, -!- TT, et ne puisse jamais atteindre la limite inferieure — C’est 
ce que je ferai desormais, en donnant par ce moyen une extension 
nouvelle a la notation employee jusqu’ici dans mes Ouvrages. 

Apres avoir ainsi fixe le sens qui devra etre attache dans tous les 
cas a la notation lx, ou, ce qui revient au meme, la valeur de la fone- 
tion simple lx, on en deduira sans peine les valeurs des fonctions que 
Ton peut faire dependre de lx, par exemple les valeurs de 

la lettre L indiquant un logarithme pris dans un systeme quelconque. 
Pour y parvcnir, il suffira d’etendre les formules 

Lx Leix, x^zize^^^, 

qu’tl est facile d’etablir dans le cas oil a, x, y sont reels, au cas meine 
oil a, x, j deviennent imaginaires. 

En vertu des conventions et des definitions precedentes, les fonc- 
tions 

1^, Lx, 

seront generalement, pour des valeurs finies de r et de p, des fonctions 
continues de la variable x, si, comme nous I’avons fait, on applique ce 
noma toute fonction qui, pour chaque valeur donnee de la variable x, 
acquiert une valeur unique et finie, et qui varie avec a; par degres 
insensibles de telle sorte qu’un accroissetnent infiniment petit, attri- 
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bue a cette variable, procluisc toiijours un juuTeisseiiient 

petit de la fonction elle-meme. Sculoirn'iit. U's lbiH>(io.is 

l.r, L.r, .r'* 


(b'viendront&con«/«?/e^dansle Yoisiaiij^o do valcMirs rboIl(‘s ('(, nbjra- 
tives de ea sorte qu’il y aura, pour do (olios valours, de. 


continuite. 

Ces principes etant admis, ou pourra lairo d('s applioatioiis noii- 
velles et plus etendues dcs theorbmcs qui roposcud sur la oonsidbratiou 
des variables imaginaires et dcs fonctions oontimios, par (‘xouiplo 
des theoremes generaux sur la convcrgonco, dos Kbri(‘s, dos f'oriuulos 
relatives a la transformation et a la dotormiaatioa dos iiitbgralos dbli- 
nies, et des propositions generalcs fournios par lo (ad(nil dos rbsidus. 

Considerons, pour fixer les ideos, la fornmlo gcnbrali' 


(3) 


( /(^) i 

«/_ X 



D’apres ce qui a ete dit dans les Exercices de Mathemaliques, o.otto i'or- 
mule suppose, d’une part, quo I’intbgralo / f{x) d.v ost rbduilo a sa 

valeur principale, d’autre part, quo lo produit 5/(5), dans buiuol 
z = x+-y^—i s’evanouit pour .* = ± 00 , (jiud (|Uo suit y, (d pour 
y = co, quel que soitaj. Ajoutons quo, si la Ibnotion f{x) do.vi<ait dis- 
continue, sans devenir infinie,pour des valours rbollos di^.r, on dovra, 
dans le premier membre de la formulc (3), roinphuau’ /(-cO 
etant unc quantite positiv(^ infinimoat p(dito. 
Concevons maintenant que I’on pose dans la fortnub; (3) 


(4) 


f(,x) =[f(a;)]OE(.r), 


f(a?), F(a?) etant deux fonctions dont chacune rosto reollo pour touto 
valeur reelle de x, et jouisse, comme les fractions ration a dies, de 
la propriete de rester continue, tant qu’elle resto finie. Supposons, 
d’ailleurs, la constante p. choisie de maniero quo le produit 5 /(s) 
s’eyanouisse toujours quand la function f(s) devient infini (5 pour uno 
valeur de s dans laquelle le coefficient de \/— i est posilif. Enfin, desi- 
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gnons par ^ un facteur qui se reduise a I’unite quand f{x) est positif, 
et a it -Tc quand est negatif, le double signe it devant etre reduit 
au signe 4- ou au signe — , suivant que la fonction derivee 
positive ou negative. La formule(3) donnera 

-.0^0 

Si, F(a7) etant une fonction paire de x, la fonction f(a;) est du 
nombre de cedes dont les derivees sent toujours positives, Tequa- 
tion (5) donnera 

La formulc (6) cornprend un grand nombre de resultats dignes de 
remarque. On on tire, par exemple pour des valeurs positives quel- 
conques ties constantes a, c, et pour toute valeur reelle de p., coinpi'ise 
outre les limites — r, - 4 - t, 

1X71 J 

2 

Observons encore que, a I’aide des principes ci-dessus exposes, on 
pourra tirer des resultats nouveaux des theoremes relatifs au I’esidu 
integral d’unc fonction, enonces dans un precedent Memoiro. [Lofr la 
seance du iGdeccmbre i844. P^ge i337 (').] 

On pourrait considerer, dans la formule ( 2 ), I’arguraentp corame 
representant un angle polaire, et le faire varier en consequence entre 
les limites conxmunement assignees aux angles polaires, c est-a-dire 
ontre les limites o, 2 vv. C’est ce qu’a fait M. Ernest Laraarle dans un 
Memoiro sur la convergence des series. Mais on obtiendraitalors pour 
i.r et pour m"" des fonctions qui 'deviendraient discontinues dans le 
voisinage de valeurs reellos et positives de x, ce qui pourrait avoir 
quelques inconvenients. II en resulterait, par exemple, que la fonc- 


(7) 


r 


(lang^c.r)2‘ 


idjc 


7T 


2 COS 


( 1) OEupres de Cauchjj S. I, T. VIII, p. 366. 
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laf k cetle variablo. procluiss toujours uii aocroiss«,..o.U 
petil de lafonction elle-meme. Seulcmcnt, Ics foriUiiiiia 

\X, LJ7, 

d,.vieDdront^/rW«««^ clans le Toisinagc do valours rc(dlos ot ndga- 
tives de ar, en sorte qu’il y aura, pour do tollos valours, solulion de. 

continidte. 

Cespriucipes 6taat admis, on pourra fairo dca applications mm- 
velles et plus etendues des theoremes qui roposcnt sur la consideration 
des variables imaginaires et des fonctions continues, par oxcinplo 
des theoremes generaux sur la convergence des series, des fornmles 
relatives a la transformation et a la determination des integrales didi- 
nies, et des propositions generates fournies par lo calcul dos residus. 
Considerons, pour fixer les idees, la formule g6n('!rale 

00 00 


D’apres ce qui a ete dit dans les Exercices de Maihernatiques, cette lor- 
mule suppose, d’une part, que I’int^gralc f I’oduito a sa 

valeur principale, d’autre part, que lo prodult 5 /( 3 ), dans loquel 
z = x+y\j~ I s’evanouit pour a? = ± 00 , quel que soity, et pour 
y = oo, quel que soita?. Ajoutons que, si la fonction /(;») devient dis- 
continue, sans devenir infinie, pour des valours reelles de -r, on devra, 
dans le premier membre de la formulo (3), rcmplacor /(u?) par 
-f- t ^tant une quantit6 positive infiniment petite. 

Concevons maintenant que Ton pose dans la formulo (3) 


(4) /(^)=[r{a.)]l‘F(a:), 

f(a;), F(aj) etant deux fonctions dont chacune resto rcello pour toutc 
valew r^elle de iu, et jouisse, comme les fractions rationnellcs, do 
la propriete de rester continue, tant qu’elle resto finio. Supposons, 
d’aiieurSj la constante [t choisie de mani^ro quo le produit 5/(^) 
s’lfeyanouisse toujours quand la fonotion f(s) devient infinie pour une 
valeur de s dans laquelle le coefficien t de y/ — i estpositif. Enfin, d6si- 
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gnons par ^ un facteur qui se recluise a Tiinite quand f(a;) est positif, 
et a ±: IT quand f(a;) est negatif, le double signe ± devant etre i*eduit 
au signe -f- ou au signe — , suivant que la fonction derivee [“'(cv) est 
positive ou negative. La formule ( 3 ) donnera 

(5) [f (=)F (F(= ))• 

Si, T'(£c) etant une fonction paire de a?, la fonction f(a;) est du 
nombre de cellos dont les derivees sont toujours positives, I’eqna- 
lion ( 5 ) donnera 

La formule (6) comprend un grand nombre de resultats dignes de 
remarque. On on tire, par exemple pour des valeurs positives quel- 
con ques des constantos a, c, et pour toute valeur reelle de p, comprise 
entre les limites — r, -+- 1, 


(7) 


f 


(lang*c\r)2 


£ a do) 




2 COS 


jbLTT 


ouc Q—ac\ [x 

o-cie } 


Observons encore quo, a I’aide des principes ci-dessus exposes, on 
pourra tircr des resultats nouveaux des theoremes relatifs au residu 
integral d’une fonction, enonces dans un precedent Memoiro. [Fod-la 
seance du i 6 dccembre 1844, page 1337 (').] 

On pourrait considerer, dans la formule (2), I’argument/) comme 
represontant un angle polaire, ct le faire varier en consequence entre 
les limites communement assignees aux angles polaires, e’est-a-dire 
entre les limites 0, 27c. C’est ce qu’a fait M. Ernest Laraarle dans un 
Memoire sur la convergence des series. Mais on obtiendrait alors pour 
\x et pour cef des functions qui rleviendraient discontinues dans le 
voisinage de valeurs r^ellcs et positives de x, ce qui pourrait avoir 
quclques inconvenients. II en r^sulterait, par exemple, que la fonc- 


( i) OUt^Lvres de Cauchy ^ S. I, T. V1.II, p» 366. 
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tion (i-hx’f deviendrait discontinue pour dcs valours du module r 

de X inferieures a I’unite. 


333 . 

CAiCUL INTEGRAL. — Mcmoire sur V applicalion du Calcul des rdsidus d la 
recherche des proprietds gdnerales des integrales donl les dericees ren- 
ferment des racines d‘ equations algibriques. 

C. R., T. XXin, p. 321 (17 aoCl 1840). 

Ainsi que je I’ai montre dans plusieurs Memoires presonles a 1’A.ca- 
demie en 1841 , le Calcul des residus fournit un grand nombro do for- 
mutes generales qui comprennent, comme cas particuliers, Ics beaux 
theoremes d’Euler et d’Abel sur les transcendanles olliptiqucs ot sur 
des transcendantes d’un ordre encore plus 6leve. Parmi cos formulcs 
g6n6rales, on doit particuli^rement distinguer cellos auxquollos satis- 
font les integrales qui, comme les transcendantes elliptiques, ren- 
ferment, sous le signe ,J', des radicaux du second degre ou dcs 
racines d’equations algebriques. Mais comme, apr'es avoir determine 
les diverses racines d’une telle Equation, I’on peut 6tre quelquefois 
embarrasse de savoir quelle est, parmi ces racines, colic qui doit 
entrer dans ebaque integrale, j’ai cru qu’il serait utile d’indiquor 
une metbode k I’aide de laquelle on pdt r6soudre aisement et genc- 
ralement cette question. Je vais, en peu de mots, faire connaitre 
cette methode, qui sera exposee avec plus de developpement dans 
ksExercices d’ Analyse ret, afln qu’elle puisse Mre plus facilement 
Saisie, je lamontrerai ici appliqude a quelques exemples, 

AjV,iiLysjE*. 

I — Considerations gdndrales. 

Sapposons la variable li4e a d’autres variables 

■ 7 . ..., f 
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par des equations 

(0 y-o, Zz=o, T=o, 

dont le nombre soit egal au nombre de ces autres variables. Suppo- 
sons encore que, en vertu de ces memes equations, les variables 

••• 

puissent etre exprimees en fonctions toujours continues, par exemple 
on fonctions rationnelles des deux variables 

CCy t \ 

et soit 
(2) 

I’equation produito par relimination des variables y, s, ... entre les 
forraules (i). L’equation (2), resolue par rapport a la variable x, four- 
nira, pour cette variable, consideree comme fonction de t, diverses 
valeurs 

auxqucllcs correspondrontrespectivement certaines valeurs 

yu y^} jKs? • * » 

de la variable/, puis certaines valeurs 


^Z9 

de la variable z, etc. 

Soit naaintenant 

(3) ■ k = t{x,y,z, 

une fonction continue des variables 

^9 y 9 ^9 • ’ T • 

Comme, par hypothfese, en vertu des formules (i), y, z, peuvent 
etre exprim 6 es en fonctions toujours continues de a? et ^ pourra 
etre consid^re comme une fonction continue des seules variables a?, l 

OEuuresdeC * — S, 
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tion (\ 4 -xy deviendrait discontinue pour dos valours du modulo r 

de X inferieures a I’unite. 


333 . 

Calcul isTEGUAL. — Mdmoire sur 1’ application du Valcui des redd us d la 
recherche des proprieles gdndrales des integrales dont les dcrhees re/i- 
ferment des racines d’ equations algdhriques. 

C. R., T. XXIII, p. 321 (17 aoiU i840.). 

Ainsi que je I’ai nnontre dansplusieursMemoircs prosontos ii I’Aca- 
demie en i84i, le Calcul des residus fournit un grand noirilm! do for- 
mules generales qui comprennent, comme cas parlic.uliers, los beaux 
tlieoremes d’EuIer et d’Abel sur les Iransccndantes olliptiquos (d sur 
des transcendantes d’un ordre encore plus cleve. Parini cos forrmilos 
generales, on doit particulierement distingucr cellos auxqiudlcs satis- 
font les integrales qui, comme les transcendantes olliptiquos, ron- 
ferment, sous le signe J, des radicaux du socond dogrd on des 
racines d’equations algebriques. Mais comme, aprbs avoir dotorrnind 
les diverses racines d’une telle equation, Ton peut etrc quciquofois 
embarrasse de savoir quelle est, parmi ces racines, colic qui doit 
entrer dans chaque integrate, j’ai cru qu’il serait utile d’indiquer 
une methode a I’aide de laquelle on put rcsoudre aisemont et gene- 
ralement cette question. Je va.is, en peu de mots, faire connaitre 
cette methode, qui sera exposee avec plus do developpemont dans 
es Exercices d’ Analyse; et, afin qu'elle puisse btro plus iacilemcnt 
aaisie, je la montrerai ici appliqu6e a quelques exemples. 

Analyse. 

§ I. — Considerations gdndrales. 

Supposons la variable a; li4e a d'autres variables 


7. s, 


I 
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par des equations 

(1) V—o, Z — o, T — o, 

dont le nombre soit egal au nombre de ces autres variables. Suppo- 
sons encore que, en vertu de ces memes equations, les variables 

y, • 

puissent etre cxprimees en fonctions toujours continues, par exemple 
en fonctions rationnelles des deux variables 

X, t] 

et soit 

( 2 ) F(a',0 = o 

I’equation produite par I’elimination des variables y, s, ... entre les 
formules(i). L’equation (2), resoluepar rapportala variable x, four- 
nira, pour cette variable, consideree comme fonction de t, diverses 
valeurs 

'OGl, X^y , ♦ . 

auxquelles correspondront respectivement certaines valeurs 

yu yu /s, • • • 

de la variable 7, puis certaines valeurs 

Z^y Z^y Zgy . . . 

de la variable 2, etc. 

Soit maintenant 

(3) ' ^ = f(x,y>s, 

une fonction continue des variables 

X, y, JS, .... 

Comme, par bypothese, en vertu des formules (i), y> peuvent 

etre cxprimees cn fonctions toujours continues de x t, k pouria 
etre consid6r6 comme une fonction continue des seules variables x, t. 

OEuurcs de C* — S* 1, t. X. 


II 
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Ola pose, aux diverses valeurs de x, tirees de requation (i), corres- 
pondront diverses valeurs de k, quo nous nommerons 

A*], ^2, ^3, • • • , 

ct, par suite, diverses valeurs de I’integrale 


( 4 ) 


:: f khtXdt, 
J’T 


T etant une valeur particuliere de. la variable L. Si Ton nomme .y la 
somme de ces diverses valeurs de I’integrale s, on aura 


( 5 ) 


^ ^ A’2D,/r3 


dt->,-, . . . 


Ajoutons que, si I’on pose, pour abreger, 
I’equation ( 2 ) donnera 

^{x, t) 

et que, par suite, on tirera de la formule (5) 

( 6 ) r‘ 


Si d’ailleurs le rapport 




)) 


dt. 


kWix,t) 
F(a;, t) 


ne deFient jamais infini que pour des yalents nnllcs ,le son dnnomi- 
naleur. el e, le produit de ce rappoit par ui s’evanouil generaleo.eni 
pear des valeurs infinies, resiles „u imaginaires <l„ cfaura 


(") 


p t) 


et I’equation (6) donnera simplement 


( 8 ) 


^ =:: 0 * 
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Si I’eqiiation 

^{x,t) = o, 

resolue par rapport a x, fournissait quelques valours indepenclantos 
de t, on aurait, pour chacune de ces valours, 

S r:z o, 

e(, par suite, los integrales correspondantes a ces memos valours do x 
disparaitraient toujours dans la sommo ropresentoe par s. 

Supposons a present t assez rapproclie de t , pour quo les variables x, 
l restent functions continues Tune de I’autre entre les limites de I’in- 
tegration, et designons, a I’aide de la lettre la valeur de x corres- 
pondantc a la valeur t de i, en sorte que 

^2, U 

representent les valeurs particulieres de 

• • t 

correspondantes a i! = t. La formule (4) donnera 
(9) 

k otant regarde, non plus comme function de i, mais comme fonction 
de X, et la valour de s, determinee par I’equation (5), deviendra 

dx^ -f- / /cg I k^ tr/uC-’a-i” .... 

Sr 

II importe d’cxaminer specialement le cas ou I’^quation (3), etant 
independante de i, se reduit a la forme 

(ii) . A = f(ar,7,-, .. .). 

et oil la dernifere des equations (i) renferme seule la variable t. II 
semblc qu’alors les divers termes de la suite 


Aj, A’g, A’g, 
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Cela pose, aux diverses valeurs dc x, tiroes do roquatioii (i ), corres- 
pondront diverses valeurs de k, qiic nous nomniorons 

/i’a, • 1 


et, par suite, diverses valeurs de I’intcgralo 

kDtxdl, 

c etant une valeur particulifere de la variable i. Si 1 on noinnio s la 
somme de ces diverses valeurs de I’integralc on aura 


(5) 


s — C D/ ti?! dt -{- ( /f2 1)/ 
Jt dx 


dt>\ 


Ajoutons que, si Ton pose, pour abreger, 

. $(a:,0 = D;,F(«, 0, W(a;, 0 - D< F ('r, /). 


I’equation ( 2 ) donnera 


_ ¥(*,0- 

D/a; =— ’ 

$(a;, t) 


etque, par suite, on tirera de la formule (a) 


( 6 ) 

Si d’ailleurs le rapport 

kW(a:,t) 

ne devient jamais infini que pour des valours nullcs do son donoini- 
nateur, et si le produit de ce rapport par x s’(Wanouit gonoralotnoni 
pour des valeurs infinies, reelles pu iroaginairos de, . 2 ?, on aura 


X 


<^(F(a;,or 


(7) 


P kW{x, t) 


et I’equation (6) donnera simplement 


( 8 ) 



si I’oquation 
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F(.2;, <)rro, 

resolue par rapport ii x, fournissait quelqaes valeurs indepenclantes 
de t, on aui’ait, pour chacunc de ces valeurs, 

BiXzziO, SrizO, 

e.t, par suite, les integrates correspondantes a cos meraes valeurs de x 
disparaitraient toujours dans la sorame representee par s. 

Supposons a present t assez rapproclie de t, pour que les variables x, 
i restent fonctions continues Tune de I’autre entre les liniites de I’in- 
tegration, et designons, a I’aide de la lettre i, la valeur de x corres- 
pondante a la valeur t de i, en sorte que 

^I> ^2> ?3» • • • 

rcpresentent les valeurs particuliercs de 

. . ♦ 

correspondantes a « = t. La formule (4) donncra 



k etant regardc, non plus comine fonction de i, mais comme fonction 
de Xy et la valour de s, deterrainee par I’dquation (5), deviendra 

p .r, ^ xa ^ ‘^3 

(10) J A’l J k^dx^~\- 

II importe d’examiner specialement le cas oii I’^uation (3), etant 
independante de t, se reduit a la forme 

(11) . /c = i{x,y,s, .. .), 

et oil la derni^re des equations (i) renferme seule la variable /. H 
semble qu’alors les divers terines de la suite 


kly A’2, 


* ^ 9 
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qu! representent diverses valeiirs cle k considere comme fonction do, 
pourraient se deduire des seules ^uations 

( 12 ) Y~o^ Zz=zo^ 


joinfes a la formule (r i). Neanmoins les formules (i j) et (12), scpa- 
rees de I’equation 


(i3) 


T-o 


ou, ce qui revient au meme, de la formule (2), no suffiraicnt pas toii- 
jours a la determination des fonctions 

^i) A'gj • • • j 

que renferment, sous le signe j ' , Ics integrales comprises dans !(> 
second membre de la formule (10). En efibt, los fonctions do x ot 
de t qui representent les valeurs dej, s, . . . tirecs des formules ('12) 
et (i 3 ), etant, par liypothese, toujours continues, cos valours seront 
completement determinees. Mais il pourra en etre autrcment des forus 
tions de a; qui represen teront les valeurs de j, . tiroes des scubas 

equations (12), attendu que ces dernieres equations, resolues par rap- 
port aux variables/, s, peuvent fournir, pour cos variables, plu- 
sieurs systemes de valeurs. Alors on pourra ctre ombarrasse de savoir 

quelles sent cedes des valeurs de/, 3, . . . qu’il fout substituer dans la 
fonction 

.vanl d-yremphcerk tore ^ par ouparre, af,., de ,e.l,.ire 

celfe fonctioe a ou a ,t. Or cette difflculte pourra ctre geuo- 

ratoaut resolue i I'Wde da la rtgla ,ua nous alloua ludiouor. 

Lorsqu on posera 


t 


et 


OC: 


I etant I’un quelconque des termes de la suite 

T . - , 

les variables 


y> 
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exprimees en fonctions continues de x et de t, acquerront des valeurs 
determinees. Nommons 

V, ... 

ces memes valeurs, qui deviendront 

"^ 1 , Ki) ...» 

quand on remplacera ^ par I,, 

"Osj ^2* ...» 

quand on remplacera ^ par Ea, etc. Parmi les valeurs de . on x, 

tirees des formules (12), celles qu’on devra substituer dans k, avant 
d’y remplacer x par x,, pour obtenir /c,, seront celles qui verifieront, 
pour a? = E), les conditions 

(14) = - = Ci, 

Pareillement celles qu’on devra substi tuer dans k, avant d’y remplacer 
X par a?2, seront celles qui verifieront, pour a? = E2, les conditions 

(15) 7=^2, = 

et ainsi de suite. 

Si, parmi les valeurs de j, z, .. . que fournissent les equations (12), 
celles qui verifient les conditions (i 4 ) sont aussi celles qui verifient 
les conditions (i 5 ) et autres semblables, alors, en supposant ces 
memos valeurs substituees a la place de j, 5, ... dans la fonction i, 
on verra I’equation (10) se reduire a la forme 

kdo) f k dx -h f k dx 

§ 11, — Applications, 

Considerons maintenant le cas oii les variables y, reduites a 
trois, sont liees entre elles par deux equations, dontla premiere ren- 
ferme seulement x ety^ la seconde equation etant lineaire par rap- 
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port aj et a t. Les deux equations dont il s’agit seroat do la fdraio 

(1) 

( 2 ) J'—Ul+V, 

U, Tetant fonctions do la seule variable oc, et rdliiaination dc j pro- 
dutra la formule 


(3) f{x,Ul-\-V)—o. 

Done la fonction representee par F(a7, /) dans I’equation ( 2 ) du J 
sera determinee par la formule 

(4) Y{x,t)=f{x,y), 

lavaleurde/etantfournieparrequation ( 2 ). (lola pose, si run fait, 
pour abreger, 

&{x,y)-D^f{x,y), x{x,y) ::r.l)y /{x, y ), 

on tirera des equations ( 2 ) et (4) 


et la formule (6) du § 1 donnera 


(5) 




Jr ■+■¥)] 


dL 


Enfin, si Ton fait, pour abreger, 
ou, ce qui revient au meme, si I’on pose 


(7) 


k~ ^(^>y) 

x(^>y) 


la formule (5) deyiendra 


^(^,y) 

J^y/i^.yj’ 


P Urjs(x, Ut + V) 

^ ^T7U^7ui+vj] 


( 8 ) 
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Si U, V s'e reduisent a des fonctions entieres cle x, et w(a7, y), 
f{x,y) a des fonctions entieres de x, y, alors on aura 

^ Uxs{x, V t -{-V) (> ( U-m(x, V i V)\ 


[fix, Vt^V)] 


fix, Ut+V) 


et, pour que I’equation (8) se reduise a 


il suffira que, la fonction Q, etant determinee par la formult 


£i—U 


mix, Ut -h V) 
fix, C/i-yF)’ 


le produit Clx s’evanouisse pour des valeurs infinies, reelles on imagi- 
naires de la variable x. 

Considerons a present le cas particulier oil Tequation (i) se reduit 
il la forme 

(ii) y>‘—A'—o, 

n etant un nombre entier et X-une fonction entiere de x. On aura, 
dans ce cas. 




par consequent. 


y) 

~ ny’^' 


Alors aussi I’equation (3), reduite a 

(i3) iUt-^VY— ^=0, 

sera, par rapport a la variable x, d’un degre indique par le plus grand 
des nombres qui representeront les degres des trois fonctions 

17", V% X 


L’equation (i3) sera done du degre mn, si, les fonctions 17 et F etant 
du degre m, le degre de X ne surpasse pas celui de U" et de F". 
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D’autre part, on tirera de la formule (i i), resolue par rapport a j, 


fi4) 


I 

y = 


6 etant une racine de I’unite; en sorte que rcquation (t 2 ) don- 

J_ 7S\X, BJC”-} 

/f — 

n9«->jr " 

ou, ce qui revient au meme, 


(i5) 



nJ[ ” 


Mais, quand on voiidra deduire de cette dernicro formnhi I(>.s valours 
des fonctions representees par A,, k^, k^, . . . dans rdquation (lo) du 
§ I, en substituant a la variable os les valours 




de cette mtoe variable, tirees do I’equation (i3), on pourra etro 
oblige de prendre successivement pour 0 plusicurs do.s rao.iiius 
de I’unite. Soient 

Sf, 5j, Oi, ... 

les valeurs successives de 0, correspondantes aux diversos valours 
de X. Soient encore 

?2) ?3, ■ ' • 

ce que deviennent ces memes valeurs de x quand on po.so = t, c.t 
nommons alors ^ Tune quelconque d’entro ellcs. .Enfin, soicujt 


©, 1?, a; ■ 

ce que deviennent 

V, V, jsr 

quand on y pose aj = En vertu de la regie enoncde dans lo § 1, la 
valear de 6 correspondantea une racine determineo del’equation (i3), 
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par consequent a une valeur cletenninee cle sera donnee par la for- 
miile 

1 

(i6) + = 5 a:.''. 

Par consequent, dans la deternaination des valeurs de/t,, ... quo 
reiifermera la somme s, en vertu de I’equation (lo) du § I, on devra 
joindre la formule (rG) a la formule (i 5 ). 

Lcs valeurs de 

0i, 6 ,, ... 

elant dcterminoes a I’aide de la formule (iG), I’equalion (lo) du § I, 
jointe a la formule (i 5 ), donnera 


(17) 


^ f ctU, ^ e, f mix, 

n 


a 


n — \ 

yY 


n — l 


cLv-h.. , , 


yl - 

AjouLons quo la somme s s’evanouira, et qu’on aura, par suite, 

(18) f -F" 7S5{cc, do} -i- 0.y f X" 

si, la fonctioii 12 etaiit determinee par la formule 


“O, 


(^ 9 ) 


12: 


TJ3{SC^ Ut V) 

F)« — X’ 


le produit Oa? devient nul pour des valeurs iniinies, reelles ou imagi- 
naires, de la variable ic. / 

Si la fonction m{x, y) est de la forme 


I designant un nombre eutier inferieur a n, et vs^x) unc fonction 
entiere de x, la formule (19) donnera 


(ao) 


a — 


U{Vt+VY-^-' 
[Ut-h P)«— 


■m{x). 


Si d’ailleurs, U, V etant du degre m, le degre de X n’est pas superieur 


OEuvres de C. — S. 1, 1. X. 


12 
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a mn, il suffira que le clegre de soit inferieur an noinhro 

ml — T, 

pour que, a la valour de Q tireo do roqualion ( 20 ), (-.orresixHide une 
valeup du produit Clx qui s’evanoiiissc avec Done alors la lor- 
mul(?(i8), reduile a 

(21) / JT '‘sy(x)dx-i- 0 ^' A' ''uT(jj)dM-h...~o, 

sc verifiera toujours quaiid on prendra pour !7(.*) une I'oneUou (\n- 
tiere de cc d’un degre inferieur a rnl—i, par <'xein])l(‘ ((iiand on 
prendra pour xs{x) un quelconque dcs termes de la suite 

(22) I, ■ 2 ?’. •••> 

Lorsque U tiV so-nt du degre m, lo degre de I’equaUnn (i3), par 
rapport a a?, ne peut etre inferieur a mn. Neaninoiiis, eoniiue dans la 
somme s on doit comprendre seulement les integrales relal,iv('S a (l(‘s 
valeurs 

de^pqui dependent de la variable il est clair quo Ic nbnibre. de ees 
valeurs et de ces integrales s’abaissera au-dessous du produit mn, si 
le premier membre de I’equation ( 10 ) sc decompose eii deux fae.teiirs, 
dontl’un soit independant de t. C’est ce qui arrivera generab'tinuit si 
ron attribue k X une valeur de la forme 

(23) jr=P«-C/tF, 

ir etanl une fonction entiere de x d’un degre inferieur, ou tout au 
plus egal au produit m(n — i). Alors requation (r 3) sc d(Jcomposera 
en deux autres, savoir 

(4) , (7=0, 

(25) . ■ + = 

dontla premiere sera independantc de (, qt dont la seconde sora sen- 
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lemcnt du degre m(^n — i) par rapport a la variable x. Done alors le 
nonibre des integrales comprises dans la somme s sera seulenient 

m(ra — i). 

II csl bon d’observer que si, en representant par 

les /«(n — i) valeurs de x tirees de [’equation (aS), on nomme 

les valeurs correspondantes do X, on tirera de I’equation ( 21 ), diffe- 
rentiee par rapport a t, 

_ £ _ I 

( 26 ) + - : -H- = 

Si, dans cetto derniere formule, oil ny(a;) represente une fonclion 
entiere de x d’un degre infericur a to/ — i, on remplace successive- 
incnt cette fonction par les divers termes do la suite 

I y, 'V*- .yiJllf 2 

\ , a ^ a. , . . • j ^ , 

on obtiendra ml — i equations differentielles de la forme 

I -L -L -L 

j Q ^ eix^-^ Qj A. 2 ” /ji(” -1 l) — O, 


/ I 


1 

( 27 ) - 

1 tr/jTi-f- 



^ i 

\ A" ^ ^ dx^~\~ 

i 


Si d’ailleurs on nomme 

Uu V„ IF.; U,_, F„ W^, 

ce que deviennent les fonctions 

U, V, w 

quand on y remplace successivement x par a?,, puis par Xo, . . . , la for- 
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tnule(2jj donnera 

, £/«-! tn + rt J/j - 4 - . . . -h n V'[~' t. -h fFj r= 0, 

I f -B-i in n Fo F'“* « 1 " ’ (! 4- I Fa ~ o, 

( 38,1 ' ■ ■ ' 

I t wi-lF" -i- « ^"7' + ■ • • + Jf »• 

Si Ton elimine i entre les fbrmules.(28), on obticndra.onlro los souh's 
variables 

(Ti, ^2 j ( /i — 1 ) 

^uations algebriques, qui scront autant d’iiUcgi'ales 
du systeme des equations (27). Ajoutons quo Ic nonibro do cos intd- 
grales sera eYidemment egal ou superieur a ccdui dos (ujuations dillc*- 
rentielles elles-metnes, suivant que Ton aura l = n — i 011 /< /i r . 

Les resultats que nous venons d’etablir eompromnnit, comnio c.as 
particuliers, les beaux tbeorbraes d’Eulcr ot d’A])ol sur los (ranscuni.- 
dantes elliptiques et sur d’autres transcondant(is d’uii ordn! [)his 
eleve, et s’accordent avec les formules obtenuos par M. Ricludot (d, par 
M. Broch, auxquelles nous pourrons les comparer duns iin autri^ Md- 
moire. 

11 importe de recberclier les cas oii les equations algdbri([n<'-s ])r()- 
duitespar rdlimination de t entre los formules (28) r((prdsontont ]trd- 
cisementles integrates generates des equations (27). (lommc nous le 
montrerons dans un autre article, ces cas ne peuvent dire quo (uuix 0(1 
Ton a en meme temps 

(29) — /n(« — 2)^3. 

D’ailleurs, pour que les conditions (29) severifient, il I'aut quo t’ou 
ait, ou 

771 ^ 2 , 

Oil 

jn = i ou 2, 

OU enfin 

n = 4> m zz: r * 

Lor^ae A = 2, 1’equation (23) se reduit a 

( 3 0) Ut’‘+ 2 Vc+W=o,. 
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et Ton rctrouve les theoremes d’Euler et d’Abel. Si Ton suppose, au 
contraire, 

n — S, m=:i ou 2, ou bien in — \, 

on obtienclra des formules dignes d’etre remarquees, et sur lesquelles 
je me propose de revcnir. 

J’ai suppose ici que Ton attribuait aux notations 

\ I 

X", 

Ic sens indique dans le Memoire que j’ai presente lundi dernier a 
I’Academie. En parcourant, depuis la lecture de ce Memoire, celui 
que M. Bjorling a public sur le devcloppement d’une puissance quel- 
conque reelle ou imaginaire d’un binome, j’ai trouve au bas d’une 
page line note oii il est dit que le meme auteur a presente a I’Acade- 
mie d’Upsal une Dissertation sur I’utilite qu’il peut y avoir a con- 
server dans le calcul les deux notations x‘^, li? dans le cas memo oil la 
partie reelle de cc est negative.' M. Bjorling verra que, sur ce point, je 
suis d’accord avec lui; il reste a savoir si les conventions auxquelles il 
aura eu recours pour fixer completement, dans tons les cas, le sens 
des notations of, lx sont exactemeht celles que j’ai adoptees moi- 
meme; et, pour le savoir, je suis oblige d’attendre qu’il me soit pos- 
sible de connaitre la Dissertation dont il s’agit. 


334 . 

Calcul l\tegral. — Memoire sur le changemenl de variables dans les 
transcendantes representees par des integrales definies, et sur I inte- 
gration de certains systdmes d equations differentielles. 

C. R., T. XXIII, p. 382 (24 aoUt 1846). 

Ainsi qu’on I’a vu dans mes precedents Memoires, le calcul des 
residus peut etre utilement applique a la determination d une somme 
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d’integrales qui renfement, avec une cortaine varial)Io .t, los divorsos 
valeurs de plusieurs autres variables 


7 > • • • 

considerees comme fonctions dea:^, etlicos ii a; par im syslemo d’cqiia- 
tions algebriques ou merae transcendantcs. On doil surtont distingiier 
leeasoiij, s, ... peuvent etre exprimees cn fonctions tonjours con- 
tinues, par exemple en fonctions rationnclles do la variable x, at 
d’une nouvelle variable l, ct oil Ton prend pour origines des divorsos 
integrales relatives a a; les diverscs valeurs do a? corrc.spondantos a 
une valeur donnee v de la variable i. Dans cc cas, les div(u’Hes inte- 
grales. relatives a a: correspondront ellcs-ni ernes aux divorsos racinos 
d’une certaine equation algebriquc ou transcendanto, quo nous 
appellerons Vequation caracteristique, et qui rcnfcrinora l(\s soulos 
variables x, t. Alors aussi, sous certaines conditions <{u’il importes 
de connaitre, chaque integrate definie relative ii x so transformora 
en une integrale relative ii t, et prise a partir do I’origino t — x. Snp- 
posons, pour fixer les idees, que la variable i soit rcello. Si los fonc- 
tions de t, qui representent les racinos de I’equation oaractcristiqno 
resolue par rapport a x, restent reelles entre los doux limit(^s d(', I’in- 
tegration relative a t, la condition a remplir sera quo, dans (ud intor- 
valle, ebaque racine, variant avec t d’une maniero continue ot par 
degres insensibles, soit toujoiirs croissanto ou tonjours ddo.roissanto 
pour des valeurs croissantes de t. Ajou tons quo, si une ou plusieurs 
racines de I’equation caracteristique deviennent imaginaires, outre 
•les limites de I’integration relative ii t, la condition ononedo devra 
^tre separement verifiee pour les deux quantitos variables qui, dans 
ebaque racine imaginaire, representeront la partio rcello ot le coeffi- 
cient de I. 

Lorsque les deux limites de I’integration relative a i sont asscz rap- 
proekees I une de I autre pour que les racines recllcs ou imaginaires 
de 1 equation caracteristique satisfassent toutes aux conditions que 
nous venous d’indiquer, alors la somme des integrals relatives a ^ 
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peut ctre transforniee en une seule integrate relative a l. Le cas oii 
cette inlegrale s’evanouit, et oil I’equation caracterislique a pour pn;- 
inier membre une fonction entierc des variables cc, t, merite une atten- 
tion speciale. Dans ce cas, auqiiel sc rapportent divers Memoircs, non 
seuleracnt d’Euler, de Lagrange et d’Abel, mais aussi de MM. Jacobi, 
Ricbelot, Broch, etc., les diverses racines de I’equation caracteristique 
fournissent des integrales algebriques de certains systemes d’eqiia- 
tions difierentielles. D’ailleurs, comme je I’ai dit dans la derni'ere 
seance, ces integrales peuvent etrc on particulieres, ou meme gene- 
rates. Ainsi, par cxemple, comme Euler I’a fait voir, on peut obtenir 
I’integrale generate et algebrique d’unc equation differenticllo entre 
deux variables, dans laquelle ces variables sont separees, leurs diffe- 
rentiellcsy etant divisees par les racines carrees de deux polynomes 
scmblables du quatrieme degre. On verra, dans ce Memoire, que Ton 
peut aussi construire I’integrale generalc et algebrique de Tequation 
du meme genre qu’on obtient en remplacant dans I’equation differen- 
ticlle d’Euler les racines carrees de deux polynomes semblables du 
quatrieme degre par les racines cubiques des carres de deux poly- 
nbmes semblables du troisieme degre. 

Analyse. 

Supposons, comme dans le precedent Memoire, la variable x lice a 
d’autres variables 

• • • , t 

par des equations 

(I) Y=o, Z^o, 7^=0, 

dont le nombre soit egal au nombre do ces autres variables. Suppo- 
sons encore que, en vertu de cos memes equations, les variables 

y, • • • 

puissent etfe exprimecs en fonctions toujours continues, par cxemple 
on fonctions rationnelles des deux variables a?, z; et soit 
(.) F(x,Z)=o 
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Tequalion produite par relimination dcs variables j, s, ... entre les 

fbrmules (i). Cette equation, quo j’appellerai caraclerislique, elanl 
resolue par rapport a fournira, pour x consideree comme Ibnction 
do /, diverses valeurs 

• -s 

Soif d’ailleurs k une fonction des variables x, l, qui demeure continue 
par rapport a ces variables, du moins pour une valour do / suflisain- 
ment rapprochee d’une certaine origine i; et, on nommanl 

kif ^* 2 , 

les valeurs de k correspondantes aux valours 


• * ‘ 

de la variable x, ppsons 


(3) 



/I'l D/ dt -f- 


f 


I 

/cg Rz dt . . . . 


On tirera de la formule (3), jointe a I’equation ( 2 ), 


(4) 



P kX)tV{x, t) 



le signe etant relatif a la variable x. Si d’aillours le rapport 

A-D( F(ir, f) 

F(.r,0 

etant une fonction de x et de t, qui restc toujours continue, quand 
die estfinie, ne devi out jamais infmi quo pour dos valours nulles du 
denominateur F(a;, t), et si le produit de ce rapport par x s’bvanouit 
generalement pour des valeurs infinies, reellos on irnaginairos do .r, 
on aura 


r F(-^» _ 


et r^uation (4) donnera simplement 
(6) 


^ = 0 . 
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Supposons maintenant qiie la valeur cle k, consicleree comme fonc- 
lion do X et t, se deduise des equations (i) jointes a une equation de 
la forme 

etant une fonction de x, y, z, ... qui, reduite a une 
fonction des seulcs variables x, t, par la substitution des valeurs dey, 
z, ..., reste continue, du moins pour les valeurs de t comprises entre 
les limites des integrations. Nommons 

I, f\, K, 

les valeurs particulieres qu’acquierent, pour / = la variable x con- 
sideree comme racine de I’equation (2), et les variables y, z, .. ., 
exprimees en fonctions toujours continues de x et de t. Enfin soient 

?I, Uj, J ^2, II2, ^2! ^ 3 > ’Os) ? 3 ! ••• 

les diverses valeurs de 

V), K, ... 

correspondantes aux diverses racines de I’equation (2); et supposons 
quc, parmi les equations (r), la derniere, savoir 

(8) T=o, 

renferme seule la variable t. On pourra determiner k^, en substituant 
dans le second membre de la formule (7) les valeurs de 7, s, . ... 
tirees des equations 

(9) r=o, Z=o, 

et assujetties a verifier, pour « = t:, les formules 

(10) y — Di, s = ?i, .... 

On obtiendra ainsi une valeur de k^ exprimee en fonction de la seule 
variable On pourra, de la mSme maniere, exprimer en fonction 

de la seule variable x^, k^ en fonction de la seule variable a;,, et, par 

t 3 


OEutfres de — S. I, t. X. 
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suite, substituer a I'equation (3) line autre equalioe Je la forme 


(if) 




As dxs -H . . . , 


les fonctions L, k„ ... aant toiitcs dovcnties iadependantes dc la 
variable t. Toutefois cette substitution dc la formiilc (ii) ii la for- 
mulc (3) ne peut ordinairement s’eflfectuer que sous certainos con- 
ditions, et pour cles valeurs dc t suffisamment rapprocliccs dc t, ou, 
ce qui revient au meme, pour dcs valours numcriques suirisammont 
petites de la difference t - par consequent pour dos valours, dcs 
differences 






suffisaniment rapprochees de zero. Admettons, pour Uxor h^s idees, 
que la variable t soit reelle. Alors, si los diversos fonctions dc i, repre- 
sentees par les diverses racines 


^3j . . • ^ 

de I’equation ( 2 ), restent rcelles elles-mcmes , du moins pour Ics 
valeurs de la variable t comprises entre les limites dcs integrations 
relatives a cette variable, la condition a remplir sera quo, dans cct 
intervalle, chacune des racines ®,, ••• variant av('c L d’unc 

maniere continue et par degres inscnsibles, soit toujours croissanto 
outoujours decroissante pour des valours croissantes do t. Ajoutons 
que, si Une ou plusieurs racines dc I’equation ( 2 ) devionnent ima- 
ginaires entre les limites de I’integration relative a i, la condition 
enoncee devra etre s6paremcnt verifieo pour les deux quantites 
variables qui, dans cliaquc racine imaginairc, representeront la 
partie reelle et le coefficient de \j—i- 
Lorsque les deux limites ,de I’int^gration relative a t sont assez rap- 
prochees Tune de I’autre pour que les racines rcelles ou imaginaires 
de requation ( 2 ) satisfassent toutes aux conditions que nous venons 
d’indiquer, on peut substituer la formule (ii) h la formule (3). Si 
d’ailleurs la condition (5) severifie a son tour, I’equation (6), jointo 
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a la formule (i i), donnera 

kidxi-i- I o, 

h.. 

et, en differentiant 1 equation ( 12 ), on oLtiendra I’equation dilFeren- 
tielle 

( ^ ^ dec \ “i~ A*2 dec^ — 1~ ... zr~ o. 

Si I’equation ( 2 ), resoliie par rapport a x, offrait quelques racines 
qui fussent independantes de la variable t, alors, comme je I’ai 
remarqiie dans la precedente seance, les integrales correspondantes 
a ces racines disparaitraient d’elles-memes dans la somme repre- 
sentee par s, par consequent dans les Ibrmules (3), (n), ( 12 ') 
et (i3). On pourra done toujours se borner a prendre pour 

dans les formules ( 12 ) et (i3), cedes des racines de I’equation carac- 
teristique qui dependront de la variable t. 

Lorsque T, Z T sont des fonctions entieres des variables x, 

y, . . . , le premier membre F(a;, l) de I’equation caracteristique est 
lui-meme une fonction entiere des variables x, t, et cette equation, 
resolue par rapport a x, offre un noinbre fini de racines. Si Ton 
nomme iV ce nombre, ou plutot Ic, nombre de cedes qui dependent 
de la variable A, Tequation (i3), dontle premier membre renfermera 
seulement A'' termes, sera de la forme 

(id) ^1 dx^ /*2 dx^ -i— . , . — f- Arjy dx ^ exz o. 

Considerons en particulier le cas oil les variables x, y, , t se 
reduisent a trois, et les formules (i) aux deux equcitions 

(x 5 ) y" — J^=o, yz=Ut-y-V, 

U, V, X etant trois fonctions entieres de x, les deux premieres du 
degre m, la troisieme du degre /raw. Alors I’equation caracteristique. 
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reduite a la forme 

(16) i^ut^VY-Ji:r=.o, 

sera elle-meme du degre mn par rapport a x-, on sortc qu’on aura 
generalement 

(17) N~nm. 

Toutefois, si Ton suppose 

(,8) F«- UW, 

PFetantune fonction entiere de x du dcgro {n — i)m, I’oquation (16) 
se decomp osera en deux autres 

(19) U=o, 

( 20 } . . + 71 W-l- o , 


dont une seule, savoir la seconde, renfcrmcra ( ; ct commc I’equa- 
tion (20) sera du degre (n — i)m par rapport am, it est clair quo, 
dans la supposition dont il s’agit, on aura sculemont 

( 21 ) /Y=:{n — i)m. 

Soit d’ailleurs 9 une racino do I'unito clioisie de manicro quo, 
X etant une racine de I’equation (20), on ait pour l — t, 

. 1 

( 22 ) ut + v=ojr~‘. 


et nommons 



ies diverses valeurs de X et de 9 correspondantes aux divorsos raclncs 


der6quation(2o). Enfin designonspar I un nombrc entier infcrieur 
a et par ^(m) une fonction entiere de x, d’un degre inferieur a 
ml-u On tirera de la formule (i4), ainsi que nous I’avons d6ja 
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remarque dans la precedente seance, 

(23) e/X, '‘rn{co^)dx^^B-jA\ dx,^ + . . B-! A'~- dx,y=o. 

Si dans cettc derniere equation Ton remplace successiyement u(cc) 
par les divers termes de la suite 

I, X, X^-, 

on obtiendra ml — i equations differentielles entre les iY variables 


. *^2i • • • • j 

et par consequent le nombre de ces ^nations differentielles sera egal 
au nombre des variables, diminue de I’unite, quand on aura 

ml—i^lV—i, mL — IV—{n — i)7n, 

ou, ce qui revicnt au meme, 

(24) l=z,l — i. 


Alors, en effet, la formula (aS) fournira entre les A variables x,, 
x^, . . ., a:;v- los A— i equations differentielles 


9, A'" dxi+e^ATl' dx, + ...-+-djfA:^ ^dx^—o, 

(25) i ^1-^1 x^dx^-i- Q^AT^ x^dx^-h ' • ‘~h OjyATj^ x^dx^z 


B^A^I x^-^-dx^^B,_A'} \xlf-'’-dXi-+-. . B^A:^ ^x^-^dxff—o, 

la valeur de A etant toujours N— {n — i')m. 

D’autre part, si, dans Tequation (20), on substitue successiyement 
a X les diverses variables 


CCa 




qui representent les diverses racines de cette meme equation, on ob- 
tiendra A equations algebriques, qui pourront etre reduites, par I’eli- 
mination de if, a A— i autres equations, pareillement algebriques, et 
propres a representer A — i integrates des A — i equations differen- 
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tielles comprises clans le Tableau (20). II y a plus : les integralcs dont 
il s’agit pourront Mre aisement cleduitcs do la formulc (22) qui siib- 
siste, aussi bien que I’equation (20), non seulcment pour t ~x, mais 
encore pour toute valeur de la difference t ~ t qui no diipasso pas les 
liraites enfre Icsquelles subsistcnt les integralos cllcs-momos. En cffot, 
I’equation (22), iineaire par rapport a t, pout ctro presentee sous la 
forme 

• 1 



et si Ton nomme 

U„ U„ C/j,, Vu K, Vjv 

les valeurs de 17 ct de F correspondantes aux valours ct ;, , Xjy do 

la variable x, on tirera de la formulo (2G) 

0,7[-f- F, _ sal- V, _ 

^ U, - U, - Lfj, 

Or, les equations (20) etant donnoos avee la fonction X, les N — i ciqua- 
tions algebriques que comprend la formule (27) roprosentoront en 
realite iV i integrales des equations (p.S'j, si los loncTions du dogre m, 
designees par deux lettres U, V, sont clioisies cbi nianiero a verifier la 
formule (18), ou, ce qui revient aii mcme, do maniere que le poly- 
nome U divise algebriquement la difference X— F", et que^ le quo- 
tient IF soit du degre D’aillcurs ces dornibres conditions 

seront evidemment remplies si, apres avoir choisi F arbitrairement, 
on prend pour V un des diviseurs algebriques, et du dogrd m, de la 
difference Z— F". D'autre part, ces diviseurs algebriques devant citre 
censes connus des que F lui-raeme est connu, nous dovons concluro 
que, dans les N - i integrales representees par la formule (27), le 
nombre des constantes arbitraires no pourra surpasser le nombro des 
oonstantes renfermees dans la fonction F. A la vcritc), los diviseurs 
algebriques. et du degre m, de Z^^- F no sont complfjtement deter- 
mines quo dans le cas oil Fon donne une relation a laquelle doivent 
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satisfaire un on plusieurs de leurs coefficients, dans le cas, par 
exemple, on Ton I’cduit le coefficient de a?'" ii I’linite. Mais, pour 
passer de ce cas particulier au cas general on le coefficient de a:'" est 
une constante arbitraire s, il siiffit de multiplier par cette constante 
le diviseur algebrique que Ton considere, et il est clair quc la tor- 
mule (27) ne sera point alteree si Ton substitue a la fonction U le pro- 
duit ©Z7, par consequent, aux termes de la suite 

£/„ t/a, . . . , t/jv, 

les termes do la suite 

©t/a, ^ 

1 

On pourrait, sans alterer les equations (aS), remplacer la fonction Z" 
i 1 

par la fonction ou, ce qui revient au meme, la fonction X par 

\X, X etant un facteur constant. Mais il est clair qu’en operant ainsi 
on n’augmenferait pas la generalite des formules (27), ni le nombro 

dos constantes arbitraires qu’elles renferment. Car, en substituant, 

11 1 

dans les formules (27), X^X" a X'% on produit le meme effet que si 

Ton y substituait a V I’expression X "F, propre a representer, ainsi 
que F, une fonction entiere de x, du degre m. 

En resume, si, apres avoir choisi F arbitrairement, on prend pour U 
un diviseur algebrique de X" — F, lesX — i integrales comprises dans 
la formule (27) representeront un systeme d’integrales des equa- 
tions (25); mais le nombre des constantes arbitraires comprises dans 
ces integrales ne pourra surpasser le nombre m + i des constantes 
comprises dans la fonction F. Done, par suite, les integrales trouvees 
ne pourront etre generales que dans le cas oii, le nombre m 4- 1 etant 
egal ou superieur au nombre X — i des equations differentielles, on 
aura 

— 2, 

par consequent, eu egard a la formule (21), 


(.38) 


m{n — 2 ) ;^ 2 . 
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Ajoutons que les equations (aS) snpposent Ar-.>o, ou. ce qui 

revient au raeme, 

.^ 9 ) 

Les conditions (28), (29) sont precisement colics quo nous avons 
indiquees dans le precedent Memoire, page 92. 

Ce n’est pas tout; si, en nommant Ti. iin (acteui constant, on pose 

t = t' + l, V' = 'kU-\-V, 


la formule (22) deviendra 

(3o) W+F=G.r«, 

et U ne pourra etre un diviseur algebriquo ilc ■ 1 sans (.ti(> on 
meme temps un diviseur algebriquc dc A' — V" . (ada pose, au lieu 
d’^iminer t entreles iV- i equations dcduites do la fornmlo (22), on 
pourra evidemment eliminer i' entrc les iV i e([uations dcduites dc 
la formule (3o); et, apres avoir ainsi obtenu sous unc forme noovolle 
les i7_i integrates des equations ( 25 ), on prouvera encore quo Ic 
nombre des constantes arbitraires comprises dans cos intcgrales nc 
pent surpasser generalement le nombre des constantes comprises dans 
la fonction F'. Mais, d’autre part, on pourra disposer du faeteur \ de 
maniere a faire disparaitre dans V Ic cooHicient de uf", et alors le 
nombre des constantes que renfermera V sera reduit a rn. Done les 
JV— I equations algebriques comprises dans la formule (27) renfer- 
merontau plus TO constantes arbitraires, ct ne pourront etre les in te- 
grales generates des equations ( 25 ) quo dans lo cas ou Ton aura 

m = TV — I ; 

par consequent, eu egard a la formule (21), 

( 3 i) — 2)^r. 

Oii peut done a la condition (28) substituer la condition ( 3 i), qui 
restreint encore plus le nombre des cas oil les — i integralos trou- 
vees peuvent representer le systbme des integrates g6n6ralcs des 
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equations (aS). En effet, pour que les conditions ( 29 ) et (3i) se veri- 
tient, il faut necessairement que Ton ait, ou 

(82) /I = 2, 7n5 2 

ou 

(33) /i = 3, 7?i = t. 

Dans le premier cas, on tire de la formule ( 27 ) I’integrale generale de 
I’equation d’EuIer, cette integrale etant reduite a la foi’mc que La- 
grange lui a donnee, et les integrales du meme genre quo M. Riclielot 
a obtenues pour les equations differentielles qui, suivantla reraarque 
de M. Jacobi, se trouvent integi’ees en vertu des theor'emes d’Abel. 
Dans le second cas, les formules (25) se reduisent a la seule equa- 
tion 

_1 

(34) '^dpCx 4- 

0 ,, 0 , etant des.racines cubiques de I’unite, etZ un polynoine en du 
troisieme degre ou de la forme 

(35) 

Alors aussi la formule ( 27 ) donnera 

(36) > 

[/,/V etant deux polynomes du degre m = i, c’est-a-dire deux fonc- 
tions lineaires de a?, dont la premi'ere devra diviser la difference 

AT- 

D’ailleurs, d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, on pourra, sans dimi- 
nuer la generalite de la formule (36), reduire le coefficient dc .r, dans 
la fonction I/, a I’unite, et, dans la fonction V, a zero, par consequent, 

reduire V k une simple constante c, et 17 a un binome de la forme 

i4 


OKiwres de C. — S. I, t. X. 
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.V — a. Done la formule (36) pourra etro recluito, a 


( 37 ) 


_ QiA'l - c 
Xi — a x\2 — a 


et la formule ( 37 ) sera une integralo tie [’equation (34) si, on attri- 
huant a la constante c unc valour arbitrairo, on represente par a; — a 
nn cliviseur algebrique do la difToronce 

X-c«, 

on sorte quo a designe une racine de Toquation 

et soit lie a c par la formule 

( 38 ) Aa^-h£a^+ Ca + D = c\ 


Or il est clair que, sous cos conditions, la formule ( 37 ), dans lu- 
quelle la constante c restora entieroraent arbitraire, reprdsentera, non 
pas une integrale particuliere, mats I’integrale genevalo de I'mpia- 
tion ( 34 ). 

Si la fonction X devenait constante, en so reduisant par oxemple it 
I’linite, alors la difference X — c'\ reduite it i -- no pourrait plus 
acquerir un diviseur algebrique de la forme x-a sans s’evanoiiir; et, 
en effet, I’equation (38), reduite a 

C^ = I, 

fournirait, pour la constante c, une valeur determinee qui pourrait 
etre 1 unite. Mais, en vertu de la supposition cr=:i, la difference 
X-c», reduite a zero, acquerrait, pour diviseur algebrique, I’un 
quelconque des binomes de la forme x ~ a, la constante a restant 
arbitraire; et la formule (3y) dounorait 

(39) « 

a a 

Enfin, comme, dans le cas dont il s’agit, represen tcraient cellos 
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des racines de I’equation , 

[{x — a)i:-H i]3— I — 0 

qui seraient clistinctes de la racine a, il est clair que 9, , 60 seraient les 
deux racines cubiques et imaginaires de I’unite. En consequence, 
I’equation (Sg), dans laquelle a resterait arbitraire, donnerait 

62 X 2 = const. 

Or cotte derniere formule est cfFectivement I’integralc generale de 
I’equation ( 34 ), dans le cas ou, la fonction X se reduisant a I’unite, 
I’equation ( 34 ) elle-meme se reduit a 

61 dx^ -h 02 ^*^2 ~ 

L’equation (27) est irrationnelle, puisqu’elle renferme des puis- 

sanccs fractionnaires de la forme X". Dans un autre article, je parlerai 
des formes rationnelles sous lesquelles se presententles integrales des 
equations (2,5), quand on les deduit, non plus de I’equation (22), 
mais de I’equation (20), et j’examinerai les relations que la for- 
mule (22) etablit entre la valeur particuliere tt de t, les constantes 9 ,, 
92, 9 ^ et les valeurs initiales ?2, •••, des variables 

.« 2 , . . ., 


335 . 


Calcul iNTEiGRAL. — Memoire sur la determination complete des variables 
oropres a verifier un systeme d’ equations differenlielles . 


C. 11., T. XXIII, p. 485 (7 septembre 1846 ). 


Ce Memoire est surtout relatif a I’usage remarquable que Ton pent 
faire de la foi’mule d’interpolation de Lagrange pour integrer certains 
systemes d’equations differentielles, et a ce qu’on pourrait appeler les 
sinus et cosinus des divers ordres, c’est-a-dire aux fonctions inverses 
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dMinISgralestinames. L'aulrar eUblit, «nli-c autras cUoaas. la pr,- 
position suivante : 

So it 


(J) 

une 


/(>*)/) = 

equation entre deux variables x,y. Soient, de plus, 

0£(a7), •••> 


des valeurs de / en a?, 
equation, et 


distinctes ou non distinctes, 

'Hi, 


tiroes de eadte 


ce qu’elles deviennent quand on attribuc a la variabb^ .v le.s valeurs 
particulieres 

'ii, • • • > vtt* 


Soit encore e une fonction entifere do x du degre m — i, e.t detenninee 
a I’aide de la formule d’intcrpolation do Lagrang(', de telle sorte 
qu’elle acquiere les valeurs particulibres 


I j ^ 2 J * * • J 0 /« > 


pour les valeurs particulieres 

de la variable x. Endn, posons 

(a) /(*» e) = u{x- ^,) (a? ^s) • ■ • (■» - im)i 

( 3 ) ¥{x,t)=^f{x, ut+ v), 

t etant une nouvelle variable; et nommons 

lly^ Ll^y , . (^ 2 ) ♦ * *> m 

ce que deviennent m et e quand on y remplace successivement x par 
m variables distinctes 
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Si Ton lie diminue pas le nombre cles racines de i’equation 
(4) F(x, «) = o, 

resolue par rapport a x, en y posant t = o, e’t si d’ailleurs, en noni- 
mant {(x,y) une nouvelle fonction de x, 7, on a 


(5) 


P f(vr, lU-h (’)D<F(a;, t) _ 
^ [F(^, t)] 


il suffira de determiner les variables a?,, x.,, . x„,k I’aide de la tbr- 
mule 

(6) — ei _ — 

'' “1 “2 ' ";k 


pour qu’elles aient la double propriete de verifier I’equation difFeren- 
tielle 

(7) f[^i» dXi -\-. . .+ 0,„(a;,„)] dx^ — o 


et d’acquerir simultanement les valeurs particulieres correspondantes 

^2> • • • j i 

et par suite, si Ton peut satisfaire a la condition ( 5 ) par m — i va- 
leurs essentiellement distinctes de la fonction f(x,y), lesm — 1 equa- 
tions differentielles correspondantes, comprises dans la formule (7), 
auront pour integrales generales le systeme des m — i equations flnies 
comprises dans la formule (6). Ce theoreme subsiste dans le cas 
meme oil les fonctions de x designees par 

ne seraient pas distinctes les unes des autres, et representeraient une 
seule des racines de I’equation (i). 
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Analyse matheiiatique. Rapport sur un Mdrnoire qui a dte presente a 
I’Acaddmie par M. Feilix Cino, et qui a pour titre. : ftoclierchos sur la 
serie de Lagrange. 


C. R., T. !CXIII, p. (igo (7 soptombro j84C). 

L’Acaclemie nous a charges, M. Binet et moi, de lui rcndro eompto 
d’un Memoire de M. Felix Ohio, profcsseur de Mathematiques a I’Aca- 
demie militaire a Turin. Ge Memoire, qui a pour titre : Recherches sur 
la sene de Lagrange, est divise en quatro paragraplics. 

Dans le premier paragrapho, I’auteur, aprtm avoir rappele lo theo- 
reme general donne par Fun de nous sur la convergence du dcvelop- 
pement d une fonction en serie ordonnee suivant Ics puissances ascon- 
dantes de la variable, applique ce tlieorcme a la serie d(* Lagrange, ot 
parvient ainsi, pour cette serie, a une regie de convergence qurcoin- 
cide avec la regie enoncee dans le Tome I des Exeraices d‘ Analyse et de 
Physique mathematique [pages 279 et 280 (')]• En effct, requation 




dont une racine a; ae diyeloppc par la a6tie dc Lagrange auivanl Ir, 
puissances ascendantes de f, se reduit a la forme 


lofsquon pose x u-y, et, par consequent, la riigle donn6e dans 

panfTZT"' • •*' ?"■»'> obUont on dovolnp- 

panl, snmnt Ics puissances ascendantes dc t, la valour do y tiroo do 

ff rdn'drer"’ - ^ul no 

La el r ^ 9“<> P» I’addition dc la constanto u. 

tear d?M 0 ‘ <1,0 lagrange olant dtablic, I'au- 

ono a tiscute les divers resultats quo cettc riiglc pout 


V) OEmres de Cauchy, S. IJ, T. XI 
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foiu’iiir, eu egarcl aux diverses valeurs qu’oii peut attribuer au para- 
metre u. Cette discussion est lumineuse. Pour une valeur donnee de 
par exemple pour t = i, les diverses valeurs de cc developpables en 
series convergentes par la formule de Lagrange correspondent, comine 
M. Ohio le fait voir, a divers systemes de valeurs de u comprises 
entre certaines limites, et cliacun de ces systemes renferme une ou 
plusieurs racines de I’equation 

/(iO=0. 

Nommons u I’une de ces racines, prise parmi cedes que renferme le 
systeme auquel appartient la valeur donnee de u, et supposons cette 
valeur tres rapprochee de u, en sorte que la difference 

// — V =: (i) 

soit tres petite. Si le parametre u sc reduit precisement a la racine u, 
la condition de convergence de la serie de Lagrange sera que le mo- 
dule de la fonction derivee /'{v) devienne inferieur a I’unite. Si, au 
contraire, u diflfere de u, et co de zero, la condition de convergence 
sera que le module de soil inferieur a I’unite, v etant une racine 
de I’equation auxiliaire 

((> — K)/'(e) —/{V) = Q. 

Or M. Ohio observe que, dans le cas oil Ton a m = u, I’equation auxi- 
liaire, reduite a 

et resolue par rapport a v, offre une racine double ou multiple, savoir : 

une racine double, si /"(u) differe de zero; une racine triple, si,/"(^) 

etant mil, /"'(’j) differe de zero; une racine quadruple, si,/"(u) et 

/'"(u) etant nuls, differe de zero, et ainsi de suite; puis il 

montre que, pour de tres petites valeurs de (o, e sera developpable, 

1 

dans le premier cas, suivant les puissances ascendantes de w'; dans 
le second cas, suivant les puissances ascendantes de dans le troi- 
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1 

sieme cas, suivant les puissances ascenclantes do (o'*; etc. 11 montre, 
de plus, qua si Ton a 

f(v) = o, 

la valeurdec, correspondante a de tres pctites valeurs do o), sera deve- 
loppable par la formule de Lagrange suivant les puissances asccn- 
dantes et entieres de oj. 

Le second et le troisieme paragraphe du Memoiro do M. Chio so 
rapportent specialement au cas oil, les parametres ii, t etant reels, la 
fonction /(«) est reelle elle-meme, et I’auteur s’est applique ii dccou- 
vrir quel est alors le caractere special de la racinc tburnio par la serie 
de Lagrange. Dans la Note XI de la Resolution des dqmlions niirneriques, 
Lagrange avait affirme que la valeur de x, dent sa serie olFrc le devc- 
loppement, est numeriquement la plus petite des racines de Tequa- 
tion 

« — a? =0. 

M. Chio fait voir que cette proposition est souvent en defaut, et la 
rempiace par une proposition nouvello et digne do remarquo. II par- 
tage les racines reelles de I’equation donnee on deux classes, foi*meos, 
Tune avec les racines superieures, Fautre avec les racines inlerieurcs 
au parametre u, et prouve que la racine repvesentcc par la serie de 
Lagrange est toujours, parmi celles qui font partic do la lueine classc, 
la plus voisine de ce parametre. II verihe ensuite ci^ttc proposition 
nouvelle sur des excmpics dans lesqucls on sorait conduit, par 
Fenonce de Lagrange, a des resultats inexacts. 

L autorite de Lagrange est d’un tel poids on Analyse, qu’on no sau- 
rait prendre trop de precautions pour se garantir do toute erreur, 
avant d’adopter une opinion contraire a cello de'l’illustrc geomistre. 
On doit done louer M. Felix Chio du soin avec Icquol il a, dans son 
Memmre, approfondi le sujet que nous venous de montionner. Pour 
le meme motif, il nous a semble qu'il ne serait pas sans interest de 
rendre manifesto Ferreur que M. Chio a signalee, dans un cas telle- 
ment simple, que, pour la reconnaitre, il ne fCit point ndeessaire do 
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calculer numeriqiienient les clivers termes de la serie obtenue, ni 
meme d’efFectiici’ le developpement cn serie. Or on pent aisement y 
parvenir, comme on le verra dans une Note joinle a ce Rapport, en 
reduisant la fonction f{x) a un trinome dji second degre. 

M. Felix Cliio ne s’est pas borne a demontrer I’inexactitude de la 
proposition enoncee par Lagrange, et a indiquer le theoreme qni doit 
lui etre substitue. II a encore, dans le troisieme paragraphe de son 
Memoirc, recherche et explique les circonstances particulieres qui 
rendont insuffisante la demonstration quo Lagrange a donnee a I’appui 
de cette proposition. 

M. Chio a de plus, dans les deux derniers paragraphes de son 
Memoire, etabli divers theoremes qui peuvent etre utiles quand on 
se propose d’appliquer la serie de Lagrange a la resolution nume- 
rique dcs equations. On sait, au reste, que ce dernier sujet a dejii 
ete traite par Fun de nous sous un point de vue general, dans les 
Comptes rendus de I’annee 1837, et que, sans connaitre, a priori, la 
valeur approchee d’aucune racine, on pent, a I’aide de developpe- 
ments en series, debarrasser une equation de degre quelconque des 
racines imaginaires qu’elle peut avoir, puis ensuite developper imnie- 
diatement en series convergentes chacune des racines reelles. 

Ce que nous avons dit suffit pour montrer tout Finteret qui s’attache 
aux rechcrches de M. Felix Chio sur la serie de Lagrange. La sagacite 
dont Fauteur a fait preuve en traitant avec succes des questions impor- 
tantes et delicates merite d’etre remarquee. Nous pensons que son 
Memoire est tres digne d’etre approuve par FAcademie et insere dans 
le Recueil des Savanls etrangers. 


OEiwres de C, — S. 1, t. X. 
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Note de M. Caitciiy, rappouteuu. 

Sur les caractdres a V aide desqueh on pent disti/iguer, enlre les diverses 
racines d’une equation algebrique oii transce.ndan.te, e.c.lle qiii se deve- 
ioppe en se'rie convergente par le theoreme de Lagrange. 

C. R., T. XXIII, p. 493 (7 scplembre iX.R)), 

D’apres la proposition enoncee clans la Note XI cl(ria Itesolution des 
equations numeriques, la serie qu’on obticnt on clevoloppant, suivaiit 
les puissances ascendantes de t, la valour do x fournio par I’l'Miiiation 

(l) U — X + 1 0 , 

serait toujours, pour des valeurs reclles des paraiuotrcis a e(, /, (•{‘Ho 
des racines qui est numeriquement la plus pi', Lite. Pom- o.onsla((‘r 
I’inexactitude de cette proposition, il suffit do poser, dans I’c-qua- 
tion (i), 

t 2 ,) J^( J? ) “ ,7?" + £31 ,Z' -4- 1 } , 

a Gib etant reels. Alors on trouvera 

(3) r * git ± — a ( £ 3i H- a » ) / -t- ( - ■■ /, h 1 tr 

a t 

Si, pour plus de commodite, on fait disparaitrii, sons Ic radical, lo 
carre de t, en prenant 



la formule trouvee deviendra 

(4) ' ^ _ r - ££(? ± sjV— a ( £? +T7£T7 



Or, si u est asses rapproche de - ou l de sero. pour .|ne In vali'ur 
numerique du produit 


(«~|- 2 ££)i 
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reste inferieure a 5 , le radical compris dans la formule ( 4 ) sera devc- 
loppable en une serie convergente ordonnee suivant les puissances 
entieres et ascendantes de t, le premier ternie de la serie etant I’miite. 
Done alors la valeur de x, fournie par la serie de Lagrange, qui ne 
contient que des puissances entieres et positives de t, -coincidera 
necessairement avec la valeur de x que Ton tire de I’equation (4). 
en reduisant le double signe au signe — . Mais cette derniere valeur 
de X, comparee a celle qu’on obtiendrait en reduisant le double signe 
au signe -h, sera evidemment, ou la plus rapprochee, ou la plus eloi- 
gnee de zero, suivant que la difference i — at sera positive ou nega- 
tive. Done la racine fournie par la serie de Lagrange ne sera pas tou- 
jours la plus petite numeriquement, e’est-a-dire la plus voisine de 
zero, et la proposition enoncee dans la Resolution des equations nume- 
riques est inexacte. 

On arrive encore a la meme conclusion, en observant que les deux 
equations 

x=:tvs{x), r — K=. <5j(r — u) 

offrent des racincs correspondantes liees entre elles par la formule 

x-^u — y, 

et que, si une racine a de I’equation 

( 5 ) 00:=:tTi5{x) 

est developpable en serie convergente ordonnee suivant les puissances 
ascendantes de t, on pourra en dire autant de la racine correspon- 
dante a -h de I’equation 

(6) y — u— tjs{y -- u). 

Or, soient 

a, 6, y, ... 

les diverses racines reelles de Tequation (5). Si I’enonce de Lagrange 
etait exact, non seulement a serait le plus petit terme de la suite 

a, 6, y, ..., 
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c’est-a-clire Ic plus rapproche do zero, mais on menie Lcmps a + 
serait le plus petit terme de la suite 

or. li^ 6 -h y -V- (■(<> • • • ? 

eVst-a-dire le plus rapproclie de zero, quelle que Cut d’ailleurs la 
valeur attribuee ii u- Mais evidemment cette cousequence ueeessaiia' 
de la proposition enoncee ne saurait etre admise, puis(iu’on pout dis- 
poser do u de maniere a rapprochcr indefiniment de zero ou mem(^ ii 
faire evanouir I’un quelconque des termes de la second<' suite, eboisi 
arbitrairement. 

Disons maintenant quelques mots du veritable earaeten' (jui dis- 
tingue, entre les racines de I’equation (r), cclle qiii so developp(' en 
serie convergento par le tlieoreme do Lagrang(', et montroiis eomiiu'iit 
ce caractere pourrait se doduire des princip('s enonces dans b's diveis 
AIMnoires oii je me suis occupe de la resolution des equations alg(!- 
briques ou transcendantes ( ' ). 

Soienl 

X, y 

deux variables reelles, considerees comme propres a represenUu’ dans 
un plan deux coordonnees rectangulaircs, et z un(“ variabb'. imaginaiiu' 
liec a X, y par la formule 

z = x + y\j^i . 

A chaque valeur de z correspondra un systiimc determine d(t valeiirs 
de X, r, par consequent un point determine du plan des .t, y. Soient 
d’ailleurs n)(s), II(s) deux fonctions continiuis de z, et supposons la 
valeur de :: determinee par I’equation 

(7) n(;:) -t- tro(-) = 0, 

(‘j Fair en particulier le Mtooire de novombre i83i (/'), svir los rapjiorLs qui 
exisienl entre le calcul des residus et le calcul des limilcs, lilliograjdiid fi Turin, et 
r6imprim6 par la Secidtd ilalienne, et les Comptes roiidiu des sdancos do I’Acaddmie 
de I’annee iSSy. 


> (^tttfres de Cauchy, S, II, T. XV 
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dans laquello entrc un parametrc variable t. Enfin supposons que, 

T etant le module du parametre t, on construise le systeme de courbes 
vepresentees par la formule 

(S) 

Conformemcnt aux observations faites dans les Comptes rendus de 18.37, 
ces courbcs soront fermees et de deux especes, les unes s’etendant de 
plus en plus, et les autrcs se retrecissant de plus en plus, pour des 
valcurs croissantes du module T. Quand T sera nul, I’equation (7), 
reduite a 

( 9 ) n(3) = o, 

offrira un certain norabro m de racines 

a, a', a", 

auxquellcs corrospondront divers points 

A, A', A", .... 

situes dans le plan des w, y; et alors cliacune des courbes de premiere 
espece sera reduite a I’un de ces points. Quand T sera tres petit, les 
courbes do preinibro espece, dont le nombrc sera encore egal a to, ... , 
et dont cbacune rentermera clans son interieur un scul des points 

A, A',' A", ..., 

auront des dimensions tres petitos. Concevons, pour fixer les idees, 
quo a, a', a", ... soicnt des racines simples de I’equation (9); alors 
TO racines 

a, a', . . . 

de I’equation (7) seront cleveloppables en series convergentes ordon- 
nees suivant les puissances ascendantes de t, et correspondront a 
TO points divers 

P, P', P", • ••, 

respcctivement situes sur ces diverses courbes. Ajoutons queT, venant 
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a croitre, Tune quelconque de ces racines, la racinc a par excniplo, 
restera developpabJe en serie convergenle, ordoniKki siiivanl, les puis- 
sances enfieres el ascendanfes de l, tant quo la courbo do premiere 
.espece, qui correspond a cette racine, n’aura pas do points commiins 
avec une ou plusieurs autres courbes de premiere on <lo seconde 
espece, ou, ce qui revient au memo, tanl quo lo modulo T n’attoindra 
pas une valeur pour laquelle i’equation (7) puisso acquerir dos racines 
egales, par consequent une valeur qui permette de satisfaire simulta- 
nement a I’equation (7) et a la suivante : 

(10,1 n'(5) -I- =0. 

Ainsi le. developpement de la racinc a suivant his puissances asceii- 
danfes de i restera convergent pour dcs valours croissantes du mo- 
dule T de jusqii’au moment oii cette racine, qui vcriliti la Ibrnmle 

(’*') n(a:) -t- inj(a) =; O, 


et se reduit a a pour ( — 0, verifiera, en outre, du moius pour uni 
valeur convenablement choisie de rargument de /, la condition 

* ^ ^ 1 (oc'j O, 

D’aufre part, comme on tirera de la forraule (r i) 


(i 3 ) 


DjC! = — 


^(« ) 

Ii'(c() -H irn'lcc')' 


il est Clair que, au moment dont il s’agit, on aura, pour une valour 
convenable de rargument de 


^tC 


I 

0 


On doit seulement exclure le cas ou I’on aurait 


vs(a) =: 0, 

c est-a-ebre le cas ou a, etant une racine connue des deux equations 


(i 4 ) 


— 0 , 
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dovlendrait independant de t. Done, si Ton cxcepte ce cas, dont nous 
pouvons faire abstraction, la derivee de la serie qui representera le 
developpement de la I’acine a suivant les puissances ascenclantes de t 
acquerra une somme infinie, du moins pour une valeur convenable- 
ment cboisie de Targument de t, a I’instant oil la valeur croissante du 
module T atteindra la limite pour laquelle se verifient les formules( r i ) 
et (12). Nommons s cette limite. Non seulement la serie qui repre- 
sente le developpement de a sera convergenle, avec sa derivee, tant 
que Ton aura 

T<s, 

mais, comme la serie derivee deviendra certainement divergente, au 
moins pour une valeur convenable de I’argument t, quand on suppo- 
sera 

T=:::5, 

o.n pent affirmer que, dans cette supposition, le module commun des 
deux series sera I’unite. Done les deux series auront pour module le 
rapport ^ et deviendront divergentes quand ce rapport surpassera 
I’unite, e’est-a-dire quand on aura 

T> E. 

Jusqu’ici nous avons suppose que les constantes 

a, a\ a", 

etaient toutes des racijies simples de I’equation (9). Mais, pour que 
les conclusions auxquelles nous sommes parvenus subsistent, il sullit 
evidemment que a soit une racine simple de I’equation (9). Cela pose, 
on pourra evidemment enoncer les propositions suivantes : 

TiiEORfeME I. — ^,y etant deux variables reelles, nommons 

n(s), ot(-) 

* 

deux fbnetions continues de la variable imaginaire 
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Supposons d'ailleurs que a soil line racitie simple de I’eqimion 

11(3) = O, 

sans elre en meme temps racine de 1’ equation 

)U( 3 ) ” o. 

Enfin soil t im parametre variable. Pour de tre's pelite.s valeurs de ee para- 
metre, I' equation 

11(3) -H ^51(3) ~ o 

offrira une racine simple a developpahle suivant les puissances entieres el 
ascendantes de t en une serie convergente dont a sera le premier terme, el 
h module de cette serie sera leplus petit des modules de t, pour lesquels on 
aura simultanement 

n(a) + ^®(et) = o, n'{a) + '■ o- 

THEORfiME II. — Les m$mes choses elant posees que dans le thcoreme /. 
considirons les variables x, y comme propres d represen ter les coordon- 
nees rectangiilaires d’un point mobile. A chnque. vale.ur de z. eorrespondra 
une position ddterminee de ce point, et, par suite, aii.r dioerses racines a, 
a, a", . .. de 1’ equation 

11(3) r:.u 

correspondront divers points 

A, A', A", 

situes dans le plan des x, y. Si, d’ailleurs, en nommanl T le module du 
parametre t, on construit le systdme des courbes repi'csentees par I' equa- 
tion 

™ , n(.» -v-vd— I ) 

T = mod. —7 1 

ns\x y\J -- 1 ) 

ces courbes seront de deux especes, les unes s’ dtendant de plus en plus, et 
les autres se relrecissant de plus en plus pour des valeurs eroissantcs da 
module de T. Alors aussi ces dwerses courbes re/ifermeront les divers 
points correspondanls aux diverses racines de I’ equation 

n(s) -f- ;ro(s) -- 0 , 
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les courbes etant de premiere espice, pour de tris petites valeurs de l, 
quand elles correspondront d des racines developpahles en series ordon- 
nees suivant les puissances entieres el ascendantes de t. Enjin, tant que 
V equation 

n(5) + Zs!(5) — O 

offrira une racine cc ainsi developpable en une serie convergente donl a 
sera le premier terme, le point P correspondant a la racine a restera situe 
sur une courbe de premiire espice qui, dans son inlerieur, renfermera un 
seal des points A, A', A", . . . , savoir le point A correspondant a la racine a 
de I’iquation 11 ( 5 ) = o; et le caractire parti culler, le caraclire dis- 
tinct^ de la racine a, sera precisement de correspondre a Vun des 
points situe's sur cette courbe, tandis que les autres racines a.', a", ... 
correspondront toutes a des points P', P", . . . exterieurs a la courbe 
dont il s' agit. 

Supposons maintenant que la racine a soit reelle, et que les fonc- 
tions 11(5), t! 5 (s) soient reelles elles-memes. Alors la racine a restera 
reelle, tant qu’elle restera developpable en une serie ordonnee suivant 
les puissances entieres et ascendantes de t. Supposons encore que, 
cette condition etant reraplie, on nomme 

a, 6 , y, ... 

les racines reelles de I’equation 

11(5) H- tTS{z') — o, 

et 

P, Q, R, ... 

les points correspondants a ces memes racines. Les points P, Q, R, . . . 
et le point A, correspondants a la racine a, seront tous situes sur I’axe 
des x\ et les points Q, R, . . . seront tous exterieurs a la courbe de pre- 
miere espece qui passera par le point P, en renfermant le point A dans 
son interieur. Done ceux des points Q, R, ... qui seront situes, par 
rapport au point A, du meme cote que le point P, seront plus eloignes 
de A ; et par suite, si Von portage les racines 

«, 6, y, ... 

OEuvres de C. — S. I, t. X. '6 
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en deux classes, formees, I’une avec les racines sitperieures , I’aulre avec 
les racines injerieures a la constanle a, la racine a sera toujours, entre 
relies qui appartiendront a la meme classe quelle, la plus voisine de a. 

Observons encore que les propositions ici enoncees s’etendent an 
cas naeme ou les fonctions n(x;), ro(s), ot, par suite, la fonction 
n(s) + Zct( 5), seraient continues, non pour dos valours quclconques 
de 5, mais seulement entre certaines limitcs marquees par un certain 
contour trace dans le plan des x, y, pourvu que ce contour fut con- 
stamment exterieur b la courbe de premiere especo qui renfermorait 
le point correspondant a la racine a. 

Si maintenant on suppose la fonction n(s) reduite a un binomc de 
la forme a — z, le developpement do la racine a sera procisement 
eelui que donne la formule de Lagrange, et la dernicre des proposi- 
tions que nous venous d’enoncor coincidera evidemment avec le theo- 
reme deM. Cliio. 

Alors aussi, en vertu des principes ci-dossus etablis, cello dos 
racines de I’equation 

qui s’evanouira, pour une valeur nulle de t, restera dovoloppable on 
serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes do t, 
pour tout module de t inferieur au plus petit de coux qui permottront 
de verifier simultanement cette equation et la suivante : 

I — . c 'us\z) — 0. 

On se trouvera ainsi ramene a la condition do convergence qui so 
trouve enoncee dans le Memoire de M. Ohio, ct qui, commo nous 
J’avons dit dans-le Rapport, coincide avec la condition exprimeo a 
la page 279 (') du Tome I Exercices d’ Analyse, II est vrai quo, 
dans les Exercices, ]'^ donne cette condition commo suIHsanto, sans 
ajouter qu’elle etait necessaire. Mais, de I’observation faite au bas de 
lapagecitee, savoir que D,s devient infinie quand i. - s’eva- 


(' ) OEm/res de Cauchy, S. II, T. XI. 
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nouit, ii resulte, suiyant le principe etabli dans d’autres Memoires 
(voir les Comptes rendas de i844)» <jue la serie de Lagrange devient 
efFectiyement divergente des que la condition enoncee cesse d’etre 
remplie. 

.Te remarquerai en finissant que, si le module de T yient a croitre, 
les courbes de premiere espece se reuniront successiyement les unes 
aux autres, et que leur nombro diminuera sans cesse jusqu’ii ce 
qu’clles se reduisent a une seule. Alors aussi, apr'es chaque reunion 
de deux ou de plusieurs courbes de meme espece en une seule, on 
pourra toujours deyelopper en serie conyergente la somme des 
diverses racines qui correspondaient a diyers points situes sur les 
courbes reunies, ou meme la somme de fonctions semblables et con- 
tinues de ces racines. Ajoutons que chacune des series ainsi formees 
aura toujours pour module, comme il serait facile de le prouver, le 
rapport 

T 
5 ’ 

S etant un module de t pour lequel Fequation ( 7 ) puisse acquerir des 
racines egales, par consequent un module qui permette de satisfaire 
simultanement a I’equation ( 7 ) et a I’equation (lo). 


338. 

Tiii!:orie des nombres. — Rapporl sur une Note de M. d’Adiiemar. 

C. R. T., XXin, p. 5oi (7 septembre 1846 ). 

Parmi les proprietes des nombres qui se deduisent des formules 
relatives a la sommation des puissances, quelques-unes fournissent 
des theoremes qui ont merite d’etre remarques en raison de leur ele- 
gance et de leur simplicite. Ainsi, par exemple, on a reconnu que, en 
somftiant la suite des nombres impairs, on obtient pour somme le 
carre du nombre des termes. On a reconnu, de plus, que, en som- 
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manf Ja suite des cubes des nombres naturels, on obtient pour sommo 
je carre du nombre triangulaire corresponclant au nombrc des termes 
de cette derniere suite. Or, de cos propositions reunios, il rdsultc evi- 
demmentqu’un cube quelconque estnon seulement la difference entre 
les carres de deux nombres triangulaires consecutifs, mais encore la 
somme de plusieurs nombres impairs consecutifs, dont le premier 
surpasse de I’unite le double d’un nombre triangulaire. Ccltc derniere 
proposition coincide au fond avec celle qu’enonce t’autcur do la Note 
soumise a notre examen, et quoiqu’elle puissc, commo on le voit, se 
deduire de principes deja connus, toutefois, comme elle ost assez 
curieuse et tr'es simple, nous proposerons a I’Academie do rcmcrcior 
M. le comte d’Adhemar de I’envoi de la Note dont il s’agit. 


. 339 . 

Calcul integr.il. — Memoire sur la determination complete des oariahles 
propres d verifier un syst^me d^ equations dijferentielles. 

G. R., T. XXIII, p. Sag (i 4 septombro 184C). 

Pour que Ton puisse determiner completement les variables propres 
^ a verifier un systeme d’equations differenticlles, il no, sulfit pas do con- 
naitre les integrales generales do ce systeme ; il est encore necessaire 
que les constantes arbitraires comprises dans ces integrales repondent 
aux donnees du probleme que I’on veut resoudro. Le plus ordinaire- 
ment, Ton connait a priori les valeurs initiales des variables, e’est- 
.a-dire un systeme de valeurs qu’elles peuvent acqudrir simultane- 
ment, et il s agit alors de passer de ce systeme de valeurs a un autre. 
Il importe done de faire en sorte que les constantes arbitraires intro- 
duites dans les integrales d’un systeme d’equations differeutielles 
soient precisement les valeurs initiales des diverses variables. On 
peut aisement y parvenir quand, les variables etant separce^ dans 
les equations differentielles, on int^gre isol6ment chaque terme, ou 
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bien encore quand on considere des equations differentielles qui se 
ramenent, par un moyen quelconque, a d’autres equations dans les- 
quelles les variables sont separees. J’ai cherche une metbode a I’aide 
de laquelle on put resoudre generalement la meme question pour les 
integrales algebriques des equations differentielles du genre de celles 
dontjeme suis occupe dans les seances precedentes, et j’ai reconnu 
qu’un emploi convenable de la formule d’interpolation de Lagrange 
permettait d’atteindre ce but. J’ai obtenu, de cette maniere, divers 
resultats qui me paraissent meriter I’attention des geometres, et qui 
seront developpes dans mes Exercices d’ Analyse. Je me bornerai, pour 
I’instant, a en donner une idee en peu de mots. 

Gonsiderons, en particulier, les equations differentielles qui, ren- 
fermant des radicaux, peuvent s’integrer algebriquement. Si Ton se 
sert de la metbode que J’indique pour introduire dans les integrales 
les valeurs initiales des inconnues, on reconnaitra que Ton peut 
cboisir arbitrairement les racines de I’unite, employees comme fac- 
teurs dans les divers termes de cbaque equation differentielle. Done, 
s’il s’agit de radicaux carres, on pourra integrer les equations diffe- 
rentielles, non seulement quand tous les termes seront precedes du 
signe -I-, mais encore quel que soit le signe de cbaque terme. De 
plus, si au syst'eme des variables donnees on joint un second systeme 
de valeurs propres a representer les valeurs des divers radicaux, la 
metbode proposee fournira, pour la determination de toutes ces 
variables, un systeme d’equations non seulement algebriques, mais 
rationnelles. 

Les principes que je viens d’enoncer s’appliquent avec succes a 
la reeberebe des proprietes des fonctions inverses de celles qu’ex- 
priment les integrales binomes. On salt que, a ces integrales, quand 
elles renferment sous le signe J et en denominateur les racines car- 
rees de binomes du second degre, repondent des fonctions inverses 
qui sont precisement les fonctions trigonometriques appelees sinm et 
cosinus. On sait aussi que ces fonctions trigonometriques jouissent 
de plusieurs proprietes remarquables, et que, par exemple, les sinus 
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(d cosinus de la somme de deux arcs s’expriment rationncllerncnl en 
fonction des sinus et cosinus de ces arcs. Or des proprietes analogues 
ii cedes de ces deux lignes trigonometi’iques appartienncnt aussi a ce 
qu’on pourrait appeler les sinus et cosinus des divers ordres, c’ost- 
ii-dirc aux fonctions inverses de cedes qu’expriment des integrales 
bindmeS) dans lesquelles entrent, sous le signe ^ et cn dcnomina- 
teur, la racinc cubique d’un binome du second degro, ou la racine 
quatrieme d’un binome du troisieme degre, etc. Ainsi, en particulier, 
si I’on considere ie troisieme ordre, le sinus et le cosinus do la somme 
de deux variables pourront etre exprimes on fonctions rationncllcs 
des sinus et cosinus de ces memes variables, a I’aide d’unc formulo 
tres simple que Ton trouvera dans mon Memoire. 

Analyse. 

Soit donnee entre les variables a?, y une equation do la forme 
(j) f{x,y) — o. 

Cette equation, resolue par rapport hy, fournira diverscs valours dej 
exprime en fonction de x. Soient 

( 2 ) y = 0,{x), y = 6^{a;), y~0„{a;) 

ces diverses valeurs, le nombre n pouvant devenir infmi quand I’equa- 
tion (i) sera transcendante, et nommons Tunc d’ontro cllos. On 
aura identiquement 

(3) f[a;,8{a;)]z=o. 

Soit d’ailleurs oune fonction entifere de x du degre m — r, m etant un 
nombre entier quelconque. Cette fonction sera complbtemont deter- 
minee ^i on I’assujettit a prendre les m^mes valours quo la fonc- 
tion 6 (a;), pour m valeurs particulieres donndes do la variable x. 
En effet, soient 

^ 2 ) • • • > im 

ces m valeurs particulieres successivement attribuees a la variable x. 
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Si Ton doit avoir, pour chacnne d’elles, 

(4) v = B{a:), 


la formule d’interpolation de Lagrange donnera 


(5) 


r 


(^1 — Is) - • -dl— Im) 


0(|.)+--- 


(*^ tm-i) r,,'r ■ 


11 y a plus : la fonction e sera encore completement determinee si on 
I’assujeltit a prendre, pour chacune des valeurs particulieres 

|l> IsJ • • •! |«1 


attribuees a a?, da m6me valeur que Tune des fonctions par 

exeinple a verifier 


(6) 


poui‘a;-=r^, la condition 

pour la condition 


pour X la condition 


v — Bi{x), 
ds(x), 


v — B„,{x), 


deux ou plusieurs des fonctions 

Ql{x), Bi{x), ..., Q,n{x) 


pouvant devenir egales entre elles. En effet, les conditions (6) seroni 
generalement verifiees si I’on pose 


(7) 




(a? la). • - (a? \,n) 

(li-ls)---(li-U) 


®i(|i) + • • • 


(^-1.) 

(Im-li) 


•{x |;)i- I ) 

• { l/rt lm-1 ) 


0m(l»i)- 


La valeur generale do e etant ainsi determinee, I’equation 

(8) . f{x,v) = o, 

resolue par rapport a la variable x dont v est fonction, aura evidem- 
ment pour racines tous les termes de la suite 

Il> |j> • ■ I'M’ 

et par consequent elle aura pour racines toutes celles de 1 equation 

{X — ?i) (-iC — la) - • Im) 


(9) 
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Soit m&intBnsnt u Ig rapport cIgs fonctions (][ui constituent les pvc- 
niicrs menabres des equations ( 8 ) et (9)’ sorto qu on ait identi- 
quement 

Si Ton nomme t une variable nouvelle liee a x par unc equation de la 
forme 

( 11 ) Ut+V = d{x), 

on aura, en vertu des formules ( 3 ) et (ii), 

{12) f{x,ut+v)^o. 

Done alors la formule (12), resolue par rapport a x, aura pour racines 
toutes celles qui verifieront les n equations 

(13) IU+ V — 0i{x), tlt->r V~6i{x), lit + (’ =: 0,i{;ry. 

II y a plus : la formule (12), resolue par rapport a x, aura enconi 
pour racines toutes celles qui verifieront la formule 

(14) lt = o; 

car chacune de ces derniferes racines reduira la formule (12) a I’dqua- 
tion ( 8 ), dont le premier membre s’evanouira en vertu de la for-, 
mule (10). 

Concevons a present que Ton designe, pour abreger, par F(a7, t) le 
premier membre de la formule (12), et posons en consequence 

F(a;, t) ~f(^x, ut -|- i’), 

puis 

<^{x, 0 =D, ¥(x, t), W{x, t) = D, F(^, 0- 

Soit d ailleurs f(a:, j) une fonction donn 6 e des variables x, y, . . . , et 
nommons 

*^27 • • • j 00 

celles des racines de I’equation (12) qui ne verifient pas I’equa- 
tion (i 4 )- Enfin admettons que, en prenant pour x une de ces 
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racines, on pose 

(lo) ut-\- i>) 

et 

(x6) 8=: f kDtO) dt. 


Si I’on represente par s la somme des valeurs de Tintegrale s corres- 
pondantes aux valeurs 

• • • J 


de X, on aura 


(17) 



kW(o:f t) 


dt, 


et la valeur de s pourra etre aisement determinee dans un grand 
nombre d’hypotheses, par exemple lorsque f(x,y) sera une fonc- 
tion entiere des variables x, y, et t) une fonction enti'ere des 

variables x, t. 

Cela pose, considerons specialement le cas ou Ton ne diminue pas 
le nombre des racines de I’equation (12) en y snpposant z = o. Dans 
ce cas, si Ton attribue a t une valeur peu differente de zero, chaque 
racine de I’equation (12) aiira pour valeur exacte ou approchee une 
racine correspondante de I’equation (8). Done, si on laisse de cote 
celles des racines de I’equation (12) qui verifient I’equation et 
qui sont independantes de t, les autres racines auront pour valeurs 
approcliees les m racines de I’equation (9), de maniere a se confondre 
avec ces dernieres quand on posera t = o. Done le nombre N de ces 
autres racines, qui seules pourront dependre de t, sera precisement 
egal a m, et, dans I’hypothese admise, la suite de ces racines ren- 
fermera seulement m termes 

Nommons, en particulier, a;, celle qui acquerra la valeur pour une 
valeur nulle de t\ nommons x^ celle qui acquerra, pour t — o, la 
valeur ; enfiri, x^ celle qui acquerra, pour t — Oi la- valeur 

17 


OEiivrea (7. — * S. I, t. X, 
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II sera generalement facile de savoir quelle est I’equation do la forme 

(i8) ut-^v = Q[x), 


a laquelle satisfera la racine a?,. Car, en posant dans cettc equation 
? = 0 et, par suite, 


on en tirera 


v=zQ{x), 


puis, eu egard a la premiere des formules (6), 

( 19 ) 6{x) — e^{x). 

Done celle des ^nations (i3) que Ton verifiera, en prenant x — x^, 
sera celle dont le second membre se reduira, pour x = ^,, a 0, (x). 
Or, parmi les equations (t3), une seulc, savoir cello dont lo second 
membre est Q,(x), remplira ordinairement cettc dernibre condition, 
attendu que les valeurs de I,, I 2 , ..., peuvent etro choisios arbi- 
trairement, et sont generalement inegales entre dies. Cda pose, si 
I’on nomme 

ce que deviennent u et quand on y ecrit successivement a la place 
de X les divers termes de la suite 


1 

la racine x^ verifiera I’equation 


Uii -j- Of (^)f 


et I’on obtiendra de la mbme manibre le systbme entier des formules 


(20) 


que Ton reduit a 

(21) 


“1^ = ^1(^1 ), 

^2^ -H (^2 — ^2(^2)) 

f 

l’m= 






* •> 


^m = yyn9 
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en posant, pour abreger, 

(22) J2= 02 (^ 72 ), ym=Gmi^m)‘ 

D’autre part, dans Thypothfese admise, s ne sera autre chose que la 
somnae des valeurs de I’integrale s correspondantes aux val'eurs 


Xt, 


de la variable (v; et comme, en supposant t sufflsamment rapproche 
de zero, on aura 


X 


t 

kJ)tX dt^ 


X 


k dx, 


E etant la valeur de x correspondante a f = o, il suffira de prendre 


(23) ^i = f(.a;i,7i), ^' 2 = f(^2, J 2 ), •••, A-,„=:f(ic,„, j,„), 


pour reduire la valeur de ^ a la forme 

Xi ^ Xa ^ Xjn 

' Ai dXi -(- / ki dx^ dx^. 

5 . <^ 5 , Jin. 


Ainsi, dans I’hypothese admise, c’est-a-dire lorsqu’on ne diminue pas 
le nombre des racines de I’equation (12), en reduisant t a zero, la 
valeur de s peut etre fournie, non seulement par I’equation (17), 
mais aussi par I’equation (24), les valeurs de a?,, x^, ..., Xj^ etant 
liees entre elles et a la variable t par les formules (21). On a done 
alors 


X Xf 

k^dxi-\- I kidXi-h . . .-h I k^dx,n=. 

A Jin, 



kW(^x,t) 
(E(a;, f)] 


dl 


puis on en conclut, en differentiant les deux membres, 

( 26 ) k^dx^-^ k^dx^-^r * * *'^r kffidxjji — ^ 


Done alors on satisfait, quelle que soit la fonction 
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aux equations differentielles de la forme (26), par les valeurs de 

tirees des equations (21), ou, ce qui revient au tn^me, de la formule 

/2 — ^’2 ffn , 

Ih ^hn ’ 

et ces valeurs sont precisement celles qui se reduisent simultane- 
raent a 

0) ^2> • • ■ > ?/»• 

II y a plus : ces conclusions subsistent, quelle que soit celle des 
racines de I’equation (r) qui se trouve represcntec par 0,(a;), ou 
par 02(a?). ou par 6 to(u?), dans le second membre de chacune 
des formules (20). 

Lorsque la condition 

^ (F(a?, i)J 


se verifie pour/n valeurs essentiellement distinctcs de la fonction k, 
la formule (26), reduite a 

( 28 ) dXi + /fj div^ + .. .+ k,n dx„, = o, 


fournitun systeme de m equations dilferentielles, dont les integrales 
generales sont donnees par la formule. 

' Vg y m Cfft 

“l «! M/n ’ 

dans laquelle les constantes arbitraires se trouvent precisement repre- 
sentees par les valeurs initiales 


des m variables 




-ajj, ^2j 




Lorsque la fonction /(a;, j) est entiere et du second degr6 en y, 
les resultats donnes par les formules pr4cedentes s’accordent neces- 
sairement avec ceux qu’ont obtenus MM. Jacobi et Richelot a regard 
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des inlegrales abeliennes. Je citerai particulierement a ce sujet un 
Memoire que, depuis I’achevement de mon travail, je viens de lire, 
dans line des dernieres livraisons du Journal de M. Crelle, et dans 
lequel la formule d’interpolation est appliquee par M. Jacobi a I’inte- 
gration des equations d’Abel. 

Dans un prochain article, J’appliquerai les formules que je viens 
d’etablir a divers exemples, et, en particulier, aux fonctions inverses 
de celles que representent les integrales binomes, ou a ce qu’on pent 
appeler les sinus et cosinus des divers ordres. 


340 . 


Calcdl integral. — Memoire sur les integrales dans lesquelles la fonction 
sous le signe J' change brusquement de valeur. 


C. R., T. XXIII, p. 537 (i 4 septembre 1846). 


Les tlieoremes qiie j’ai donnes, dans la seance du 3 aoM, pour les 
integrales qui s’etendent a tous les points de la courbe enveloppe 
d’une aire tracee sur un plan ou sur une surface quelconque, offrent 
un des moyens les plus simples d’etablir les formules generates qui 
servent a la determination ou a la transformation des integrales defi- 
nies. On doit surtout remarquer le cas ou la fonction differ entielle 
■placee sous le signe J pent 6tre consideree comme la differentielle 
exacte d’une autre fonction qui depend uniquement de la position 
d’un point P mobile sur la surface donnee, et ou cette fonction diffe- 
rentielle ne cesse d’etre finie et continue que pour certains points 
isoles de I’aire terminee par la courbe dont il s’agit. Alors, comme 
nous I’avons vu, I’integrale proposee peut etre remplacee par une 
somme d’integrales singulieres dont chacune se rapporte a la courbe 
enveloppe d’un element de surface, dont les deux dimensions sont 
infiniment petites. 
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Lorsque la fonction sous le signe f, etant la diirerenticlle exacte 
d’une autre fonction variable avec le point mobile P, change brusque- 
ment de valeur dans I’etendue de la surface qu'e termine la courbe 
donnee, ce changement brusque a generalement lieu pour une serie 
de points contigus les uns aux autres, et situes sur une ou plusicurs 
lignes dont les longueurs peuvent etre finies. Alors on peut supposer 
chacune de ces lignes renfermee avec un element de surface, dont une 
seule dimension soit infmiment petite, dans une courbe qui enveloppe 
cet element, et I’integrale proposee est la somme de plusicurs autres 
que I’on pourrait encore nommer singulUres, chacune d’clles etant 
relative a un element de surface infmiment petit. On vcrra, dans le 
present Memoire, le parti que Ton peut tirer de la consideration de 
cette nouvelle espece d’integrales singulieres, surtoutdans le cas ou la 
fonction sous le signe J se decompose en deux factcurs, dont I’un se 
reduit a un logaritbme ou a une puissance fractionnaire. En cffet, on 
parvient, de cette maniere, non seulement a obtenir des demonstra- 
tions tr'es simples des belles proprietes des integrales eulericnnes, 
mais encore a etablir un grand nombre de formules nouvelles, ct rela- 
tives soit aux functions elliptiques, soit a d’autres transcendantes d’un 
ordre encore plus eleve. 


341 . 

A L’occasion du*Rapport de M. Cauchy sur le Memoire do M. d’Adhe- 
mar, M. Breton (de Champ) communique le theorbme suivant : 

La puissance Tn'*'”® d’un entier est non seulement la difference entre 
les carrds 3e deux entiers, mais encore la somme de plusieurs nombres 
impairs consecutifs. 

C. R., T. XXIII, p. 55i (i4 septembre t846). 

M. Cauchy fait observer que le theoreme bnonce paj? M. Breton (de 
Champ) est renferme lui-meme dans un autre th6orbme encore plus 
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general. En effet, tout nombre impair, ou pairement pair, est, comme 
Ton sait, la difference de deux carres. Par une consequence neces- 
saire, on pent rMuire un tel nombre a la somme de plusieurs impairs 
consecutifs, souvent meme de plusieurs maniercs. Ce que le mode de 
reduction signale par M. d’Adhemar offre de remarquable, c’est qu’il 
permet de decomposer la somme des nombres impairs inferieurs au 
double d’un nombre triangulaire, par exemple 

h-3h-5-i-7^-9-)-ii, 

en plusieurs parties 

I, 3 - 1-5 = 8, 7-4-9-1-71 = 27, 

dont la premiere renferme un seul terme, la seconde deux, la troi- 
sieme trois, . . ., ces divers termes etaiit pris dans I’ordre ou ils se pre- 
sentent, et qu’alors les sommes partielles obtenues sont precisement 
les cubes respectifs des nombres entiers 

I, 2, 3 , — 


342 . 

Calgul integral. — Memoire sur les inlegrales dans lesquelles la fonction 
sous le signs J' change brusquement de valeur ( ^ ). 

C. R., T. XXIR, p. 557 (21 septembre i846)- 


Analyse. 

La position d’un point mobile P etant determinee dans un plan a 
I’aide de coordonnees rectilignes, ou polaires, ou de toute autre na- 
ture, concevons que I’on trace dans ce plan une courbe fermee, et 
nommons s Pare de cette courbe, mesure positivement a partir d’une (*) 

(*) Voir la stance du 14 septembre 1846. 
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certaine origine et dans un sens determine. Soient, d’ailleurs,. 

... des variables qui changent de valeurs d’une maniere continue 
avec'ia position du point mobile P, et, en faisant coincider ce point 
a.v6C FGxtrGinit6 do I 3.rc prGiions 

k z=z Udu -^VcW-\- W chv -1- . . . ; 

F, W , . . • designent des fonctions de u, • tellcment clioisies, 

que la somme Udu + Vdv + Wdw -i- . . . soil une diffcrcntiellc exacte. 
Enfin, designons par S I’aire qu’enveloppe la courbe fermeo, ct par 
(S) lavaleur qu’acquiert I’integrale Jkds lorsquc le point mobile P, 
ayant parcouru le contour entier de I’airc S, revient a sa position pri- 
mitive. Si I’on fait varier la surface S, en modifiant par degres insen- 
sibles la forme dela courbe qui I’enveloppe, alors, d’aprbs ce qui a ete 
dit dans la seance du 3 aout, cette variation n’alterera pas la valour de 
(S), tant que la fonction k restera finie et continue on chacun des 
points successivement occupes par la courbe variable. Do plus, si, ii 
I’aide de diverses lignes droites ou courbes tracecs sur le plan donne, 
on partage I’aire S en plusieurs autres A, B, C, . . . , en nommant 
(A), (B), (C), . . . ce. que devient (S) quand au contour de I’aire S on 
substitue le contour de I’aire A, ou B, ou C, . . . , on aura 

( 2 ) (S) = (A) 4- (B) + (C) -i-. . ., 

pourvu que la fonction k reste finie et continue on cliaquc point do 
cbaque contour. 

Observons encore que, si deux fonctions distinctes k, k^ offrent 
pour difference une troisieme fonction qui demeure finie et continue 
pour cbaque point de I’aire S, la valeur de (S) relative a cette troi- 
sieme fonction s’evanouira; ct qu’en consequence les valeurs de (S) 
correspondantes aux deux fonctions k, k^ seront 6gales entre elles. 

Les variables designees par u, c, w, ... dans la formule (i) peuvent 
etre ou reelles ou imaginaires. Dans ce qui suit, nous consid6rerons 
specialement le cas oil, x, y 6tant deux variables r6elles propres a 
representor les coordonnees rectangulaires du point mobile P, on 
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suppose la variable imaginaire s liee a x, r'par la forraule 

( 3 ) z — jc-^y y'— I , 

et la fonction k liee a la variable s par la formule 

( 4 ) /:=/(--) 

Nous supposerons d’ailleurs que I’arc s se mesure positivement dans 
le sens suivant lequel il faut que le point P se meuve pour qu’il ait 
autour de la surface S, dans le plan des x, y, un mouvement de rota- 
tion direct. 

Cela pose, si la fonction primitive de est connue, en sorte 
qu’on ait, par exemple, 

( 5 ) ff{z)dz-${z) + coxi?.U 

et si Ton nomme A la somme des accroissements instantanes qu’ac- 
querra la fonction §{z), tandis que le point mobile P decrira le con- 
tour entier de I’aire S, alors, en vertu d’une formule etablie dans la 
seance du lo Juin i844. [page 1075, formule (7)] ('), on aura 

(6) (S)--A. 

Pour montrer une application tres simple de la formule (6), suppo- 
sons que, v] etant deux valeurs particulieres de x, et ^ = ‘/jV ~ i 
la valeur correspondante de z, on po-se 


Alors la fonction /(s) ne deviendra infinie que pour un seul point du 
plan des x, y, savoir, pour le point Q dont les coordonnees seront I, -q. 
Alors aussi on pourra prendre 

#(s) = 1 (3 - n = 1 [a? — I + ( V - V) ) v/'^ ]. 

D’ailleurs le logaritbme d’une expression imaginaire ne change brus- 
quement de valeur que dans le cas oil, la partie reelle de cette expres- 

(1) OEwres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 228. 

CEuwes de C. — S. I, t. X. 
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sion etant negative, le coefficient cle \/— i change de signe, et, dans 
ce cas, I’accroissement instantane du logaidthme est dr 2'rey/ i , le 
double signe clevant etre reduit au signe + ou au signe suivant 
que le coefficient v'” passe du negatif au positif, ou reciproque- 
ment. Cela pose, on tirera evidemnaent de la formule (G), dans le cas 
oil ( S) ne s’evanouira pas, c’est-a-dire dans le cas oil I’airc S renfor- 
niera le point Q, 

(■;) (S)=:27rV'=^. 


Si la fonction /(ii) ne devient discontinue qu’en devenant infinio, 
et pour certains points isoles P', P", P'", . . • situes dans I’intcrieur de 
I’aire S, si d’ailleurs a chacunc des valeurs do qui rendcnt /(;;) 
infinie correspond un residu determine, alors, la difference ontro les 
deux fonctions 




r LfiH^ 

t — z 


demeurant finie et continue pour chaque point de i’airc S, les valeurs 
de (S ) correspondantes a ces deux fonctions soront egales, et, cn sup- 
posant I’aire S decomposee en parties A, B, C, ... dont chacunc rcn- 
ferme un seul des points P', P", P'", ..., on tirera dcs formules (2) 
et(7) 

(8) (S) = 27ry/~i <£,(/(«)). 

la somme qu’indique le signe s’etendant aux seules racinos do 

I’equation y~ = 0, qui correspondront a des points situes dans I’in- 

terieur de I’aire S. La formule ( 6 ) comprcnd, comme cas particuliers, 
celles que j’ai donnees dans le Tome I dcs Exercices de Mathema- 
tiques (') (pages 101 et 21 1), et que Ton en deduit : i" en pronant 
pour S I aire d’un rectangle compris entre quatre droites paralleles 
aux axes desajcty; 2° en remplaqant les coordonn 6 es rectangulaires 

(') OEavrcs de Cauchy, S. If, T. VI, p. i33 el 264 . 
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j?, j par des coordonnees polaires r, p, et en prenant pour S la diffe- 
rence entre deux secteurs circulaires, c’est-a-dire I’aire comprise 
entre deux arcs de cercle qui ont pour centre commun I’origine, et 
deux rayons menes aux extremites du plus grand arc. 

Concevons maintenant que la fonction /(z.) soit do la forme 

(9) /(-)=F(-) If(-), 

la lettre 1 indiquant un logarithme neperien. Alors, si Ton pose 

f ( 5 ) — « -I- e — I , 

u et e etant reels, on pourra generalement, dans I’interieur de I’aire S, 
tracer une ou plusieurs lignes droites ou courbes, dont I’une quel- 
conque 00' sera de telle nature qu’en cliacun de ses points la fonc- 
tion e sera nulle et la fonction u negative. Alors aussi on verra gene- 
ralement la fonction e passer du negatif au positif, quand on passera 
d’un point R situe d’un cote de la courbe OP a un point R' situe de 
I’autre cote. Supposons d’ailleurs les points R, R' infmiment rappro- 
ches de la ligne 00', et nommons a une surface infinimenfetroite qui 
renferme cette courbe dans son interieur, le contour de I’aire a etant 
decritpar un point mobile qui pasge avec un mouvementde rotation 
direct de la position R a la position R'. Enfin soit O celui des deux 
points 0, 0' que le point mobile P rencontre avant d’arriver en R.. 
Alors, en supposant Parc s mesure, non plus sur le contour de I’aire S, 
mais sur la ligne 00' et a partir du point 0, on trouvera 

(ro) (a) = 21 T V'— I ^ F(3) 

•-'0 

? designant la longueur entiere de Pare 00'. 

Cela pose, si la fonction /(z-) ne devient inflnie ou discontinue, 
entre les limites indiquees par le contour de Paire S, que dans le voi- 
sinage de la ligne 00' et des autres courbes de menie nature, ou bien 
encore dans le voisinage de certains points isoles P', P", . . . , a chacun 
desquels corresponde un residu determine de /(-), on tirera de la 
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forniulp ( 2 )' jointG sux Gfjufltions ) ct (lo), 

,,,, (S) = 2:rv^ I ,r (/(=)) 

la somme indiquee par le signe ^ etant relative aux diverses lignes de 
la nature de 00'. 

Si run des points isoles P', P", •• • se trouvait situe sur la ligne 00' 
ou sur I'une des autres lignes de nieme naturc> on obticndiait encoie 
la formule(ii), en supposantleresidu correspondant a cc point reduit 
a sa valeur moyenne, et I’integrale correspondante au memo point 
reduite a sa valeur principale. 

Si le produit s f{z') s’evanouit generalement quand z acquiert des 
valeurs infinies reelles ou imaginaires, et ne ccsse alors de s evanoiiir 
en restant fini que dans le voisinage de certaines valours particulieres 
de Pargument de z, alors, en supposant que 1 aire S s etonde indefini- 
mentdans tous les sens autour de I’origino, on trouvera (S) -= o, et 
la formule (ii) donnera simplement 

(i2) f E('^) Pj " 

Si, aulieu de fixer la valeur de f(z) a I’aide do I’equation (9), on 
supposait 

(,3) /(s)=:F(i;)[f(.-)]H-, 

la constante p etant un exposant rationnel ou irrationncl, reel ou ima- 
ginaire, alors, a la place des formules (10), (ii) et (12), on obtien- 
drait les suivantes : 

pi 

(14) (a) = 2 sinpiT\/^ I F(5) [— 

(15) (S) = 271 j ^ (/(:.)) + (^) [-■ = ds j , 
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On doit remarquer, d’une maniere speciale, le cas oii la fonction 
) est du nombre de celles que Ton pent integrer on fermes finis. 
xA-Iors les seconds membres des formules (lo), ( iT) et le premier 
membre de ia formule (12) ne renferment plus d’integrales. Si, d’ail- 
leurs, la fonction F(g) est du nombre de celles qui s’integrent par 
logaritlimes, alors, en passant des logarithmes aux nombres, on verra 
souvent paraitre, dans la formule (12), des produits composes d’un 
nombre infini de facteurs. 

Nous reyiendrons, dans un autre article, sur les diverses formules 
generates auxquelles nous venons de parvenir, etdont les applications 
peuvent etre multipliees a I’infini. Nous examinerons en particulier 
les resultats qu’elles donnent quand on les applique a la recherche 
des proprietes des fonctions elliptiques. Pour I’instant, nous nous 
bornerons a citer deux ou trois exemples tres simples, qui feront 
mieux comprendre Fusage de ces formules. 

Si dans i’equation (16) on pose successivement 

-IX-I 

/(-) — 7X7 et 

I -J- I 


elle fournira les valeurs de deux integrales euleriennes, et I’on trou- 
vera 


i: 


dx 


sm/Jt.7r 


et 




dx 

X 


tang^JLTT 


I’integrale definie devant etre, dans le second cas, reduite a sa valeur 
principale. 

Si dans la formule (ii) on prend 


/(-) = 


TT 


sinjrs 


1 


I — 





G, a etant des quantites positives, alors, en nommantalaracine reelle 
et positive de I’equation 



Ii2 
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et designant par A une constante positive inferieure a on trouvera 

V^- 0 

2 i 


r 


-Itang— +T(-irl h 


=)■ 


la somme qu’indique le signe 2 s’etendant a toutes les valours 

entieres, positives et negatives de n. 

An reste, les principes exposes dans ce Memoiro fournissent evi- 
demment le moyen d’etablir une multitude do formules generales, 
analogues a celles que nous avons obtenuesj et de it-duiie la detei" 
mination de I’integrale (S) a revaluation d’integrales singulieres, 
quelle que soit la surface S, et quelle que soit la forme de la fonc- 
tion /(=■). En effet, la fonction f(z) peut dcvenir discontinue dans 
le voisinage de certain es valeurs de s = a? 4-j\/— i corrcspondantes 
a certains points Q, R, ... de I’aire S, soit on devenant infinie, soit 
en changeant brusquement de valeur. Dans lo premier cas, les 
points Q» R» ... sont necessairement dcs points isoles P , P , .... 
Dans le second cas, ils sont contigus les uns aux autres, et situes 
sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes 00', dont les lon- 
gueurs peuvent etre finies. D’autre part, il cst aise de voir quo la 
formule (a) peut etre etendue au cas oil quolques-uncs de ces lignes 
rencontreraient les contours des surfaces A, B, C, ...; et, pour quo 
cette formule subsiste quand on a fc =f{z)'DjS, il sullit que la fonc- 
tion /(z) reste finie en cbaque point de chaque contour. Cela pose, 
on pourra generalement partager I’aire S en elements A, B, C, ... et 
a, b, c, ..., les uns finis, les autres infiniment petits, les elements 
finis A, B, C, . .. etant choisis de telle maniere que la fonction f(z) 
reste finie et continue en chaque point de chacun d’entre eux, et 
les elements infiniment petits a, b, c, . . . etant ou des surfaces qui 
s’etendent infiniment peu dans tons les sens autour des points isoles 

P'> P" ou des surfaces infinirnent etroites dont cliacune renferme 

dans son interieur une des courbes 00' ou une portion de I’une de 
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ces courbes. Ce partage etant opere, la formule ( 2 ) donnera 

S = (a) (b) -i- (c) 

puisque les integrales correspondantes a des elements finis A, B, 
C, . . . de I’aire S s’evanouiront; et la determination de I’integrale (S; 
se tro.uvera reduite a la determination des integrales singulieres (a), 
(b), (c), ... dont les valeurs, quand elles seront finies sans etre 
nulles, se deduiront de la formule ( 2 ) s’il s’agit d’elements qui ren- 
ferment les points isoles P', P", . . . , ou, dans le cas contraire, d’equa- 
tions analogues aux formules (to), (t4), — 


343 . 

Calcol integral. — Memoire sur les integrales irnaginaires des equations 
differentielles, et sur les grands avantages que Von peul retirer de la 
consideration de ces integrales, soit pour elablir des formules nouvelles, 
soit pour eclaircir des difficultes qui n’avaient pas ete jusquici com- 
pUtement resolues. 

C. R., T. XXiri, p. 563 (21 septembre 1846). 

On connait le role important que jouent les expressions irnaginaires, 
non seulement dans la resolution des equations algebriques ou trans- 
cendantes, mais encore dans un grand nombre d’autres problemes. 
Ainsi, par exemple, c’est en considerant les valeurs irnaginaires d’une 
variable que Ton parvient a la condition de convergence de la serie 
qui represente le developpement d’une function suivant les puis- 
sances ascendantes de cette variable; et c’est aussi sur le passage du 
reel a I’imaginaire que repose, dans le calcul des residus, I’etablisse- 
ment de formules generales propres a la transformation ou meme a la 
determination d’un grand nombre d’integrales definies. II etait done 
naturel de penser que, dans la theorie de 1 integration des equations 
differentielles, des resultats nouveaux et inattendus devraient sortir 
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de la consideration directe des integrales imaginaires, non pas res- 
treinte a quelques cas particuliers deja traites par les geometres, 
mais etendue a tons les eas possibles. G’est, on elTet, cc qui arrive. 
Ayant clirige mes recherches de ce cote, je suis parvenu, non seule- 
ment a porter la lumiere dans des questions delicates qui n’avaient 
pas ete sufFisamment eclaircies, mais encore a etablir dos thcoremes 
nouveaux qui, en raison de leur generalitc, me paraissent dignos 
d'attention. Avant de les indiquer, il me semblo utile, afm d’etre 
parfaitement compris, de bien fixer le sens des expressions dont je 
me servirai dans la suite, et de dire avec precision cc quo j’entends 
lorsque je parle des integrales particulieres ou generales, reelles ou 
meme imaginaires, d’un systfeme donne d’equations differenticlles. 

Ainsi que je I’ai remarque dans les Legons donnees a I’Kcole Poly- 
technique, un systeme quelconque d’equations differcntielles pent 
toujours etre reduit a un systeme d’equations differentiollcs du pre- 
mier ordre. D’ailleurs, etant donnees n equations differentielles du 
premier ordre entre n + i variables 

J'j "I • > • ) 

on pourra toujours considerer une des variables i comme indepen- 
dante, et les derivees des autres variables comme determinoes par le 
systeme de ces equations differentielles, en fonctions oxplicites ou du 
moins implicites de x, y, z, . . . , t. D’ailleurs la connaissance de ces 
dernieres fonctions ne fournira pas le moyen do fixer complotcmcnt 
les valeurs generales des variables dependantes x, y, z, . . . ; et, pour 
que I’integration des equations differentielles donnees sc rcduisc a 
un probleme determine, il sera necessaire d’assujettir encore les 
variables dependantes x, y, z, ... a prendre certaines valeurs ini- 
tiales 

VI, ?, ... 

reelles ou imaginaires, pour une certaine valeur initiale t do la variable 
independante t. Lorsque ces valeurs initiales seront connues avec les 
fonctions dex,y, z, ... ci-dessus mentionnees, les valeurs generales 
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de cc, y, s, ... seront pour I’ordinaire completement determinees, 
c’est-a-dire qu’a une valeur reelle ou imaginaire de la variable inde- 
pendante / correspondront generalement des valeurs determinees, 
reelles ou imaginaires, de toutes les autres variables. Ces valeurs 
seront fournies, ou par des equations algebriques ou transcendanfcs, 
si les equations diflPerentielles sont integrables en termes finis, ou par 
des developpements en series, ou bien encore elles seront les limites 
vers lesquelles convergeront les resultats approximatifs, deduits de la 
methode que j’ai donnee dans mes LeQons a I’Ecole Polytechnique, et 
qui offre cet avantage, qu’elle est toujours applicable, quelle que soit 
la forme des equations differentielles. Dans tous les cas, les formules 
qui fourniront les valeurs des cc, y, s, ... representeront un systerae 
d’integrales particulieres des equations differentielles proposees, si 
Ton attribue aux valeurs initiales yj, C ■ des variables x, y, z, ... 
des valeurs determinees, et le systeme des integrates generates, si I’on 
considere les valeurs initiales de x, y, z, ... comme des constantes 
arbitraires. Ainsi, le probleme de I’integration d’un systeme d’equa- 
tions differentielles se reduit, en realite, a la recherche d’un systeme 
quelconque d’integrales particuliferes de ces memes equations. Les 
integrates generates ne sont autre chose que des formules generales 
qui comprennent et embrassent toutes les integrates particulieres; et, 
si celles-ci ne peuvent etre toutes renfermees dans un seul systeme 
de formules generales, il faudra, pour que les integrates generales 
puissent etre censees completement connues, que Ton connaisse les 
divers systemes de formules generales qui renfermeront les divers 
systemes d’integrales particulieres. Si une integrate particuliere etait 
isolee de mani'ere a ne pouvoir etre comprise avec d’autres dans une 
meme formule generate, elle serait du genre des integrates qu on a 
nommees solutions particuliires ou intigrales singulieres des equations 
differentielles. 

D’apres ce qu’on vient de dire, integrer n equations differentielles 
entre ra + 1 variables, c’est tout simplement passer d un systeme donne 
de valeurs de ces variables a un autre systeme, en prenant Tune des 

'9 


OJRayres de C. — S . t, t. X.. 
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variables pour inclependante. Si, comme ci-dessus, on nomine 

a?, y, t 

les diverses variables, et 

"0, • j ’r 

leurs valeurs initiales, t etant la variable independantc, les differences 
x — — — ... seront de veritables integrales definics, prises 

par rapport a J, a partir cle I’origine t, les fonctions sous le signo J 
etant des fonctions des diverses variables considerees elles-memes 
comme fonctions implicites de t. Ces differences seront generalement 
de la nature des transcendantes que j’ai considerees dans mon Memoirc 
sur les integrales definies prises entrc des limites imaginaires, puis- 
qu’on peut supposer imaginaires, non seulement les fonctions sous le 
signe f, mais encore la valeur initiale et la valour finale de la variable 
independante t. D’ailleurs ces integrales pourront, dans tous les ca.s, 
etre determinees, et meme de plusieurs manieres, avcc unc exacti- 
tude aussi grande qu’on le voudra, soit ii Taido de developpcments en 
series, soit a I’aide de la methode d’integration precedeminent rap- 
pelee. Pour faire mieux saisir ce que j’ai ii dii’c a cet egard, et pcindre 
en quelque sorte auxyeuxla marche du calcul, je vais en donnor ici 
une interpretation geometrique. 

Considerons, dans la variable independantc t, la partie reelle et le 
coefficient de sj— i comme propres a representer les coordonnees 
rectangulaires d’un point P mobile dans un plan horizontal. A chaque 
valeur determinee de t correspondra une position determinee dii 
point P, et reciproquement. Nommons d’ailleurs origine le point 0 
du plan qui correspond a la valeur initiale v de i, et joignons cette 
origine an point P par une ligne droite ou courbc. Si Ton nomme s 
la longueur mesuree sur cette ligne depuis I’origine 0 jusqu’a un 
point qu'elconque intermediaire entre 0 et P, I’integrale imaginaire 
qui represente la valeur de la difference x — '^ pourra etre transformec 
en line integrate relative a la variable reelle s. Or, quand on arrivera 
au point P, la valeur de cette derni^re integrate restera generalement 
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independante de la ligne droite ou courbe que Ton aura suivie. Cepeii:- 
dant le contraire peut arrWer, et, afin de ne laisser rien d’arbitraire 
dans la determination des integrales d’un systeme d’equations dilTe- 
rentielles, il convient de fixer la nature de la ligne sur laquelle se 
mesure la longueur s. J’appelle integration rectiligne celle qui fournit 
les yaleurs des integrales dans le cas oil la ligne est droite, ce qu’on 
suppose ordinairement quand il s’agit de calculer des integrales 
reelles. L’integration deviendra curviligne dans le cas contraire. 

Il arrive quelquefois que, dans I’infegration rectiligne ou curvi- 
ligne, la fonction sous le signe J devient infinie en un point de la 
ligne OP, sur laquelle on marche, et alors la valeur de I’integrale 
definie qui represente la difference x — ^ peut devenir indeterminee. 
Dans cc cas aussi, en remplagarft la ligne OP par une ligne infiniment 
voisine, on verra souvent I’integrale definie changer brusquement de 
valeur. Cette circonstance tres remarquable offre quelque analogie 
avec celle que j’ai autrefois signalee, en observant que les valours des 
integrales definies doubles peuvent varier avec I’ordre dans lequel 
s’eflectuent les integrations. Ellepermet d’eclaircir et d’expliquer cer- 
taines formules, que Ton pourrait appeler paradoxales, donnees par 
quelques geometres, et entre autres par Poisson, dans le XVlIl® Cahier 
Am Journal de riEcole Poly technique*. On reconnait ainsi, par exemple, 
que la valeur imaginaire attribuee par Poisson a I’integrale 



prise entre les limites reelles o et co de la variable x supposee reelle, 
est precisement la valeur d’une integrale imaginaire produite par une 
integration rectiligne relative a une droite qui s’ecarte tres peu do 
I’axe des a:; mais, en meme temps, on reconnait que, de I’autre c6te 
de Tintegrale reelle, se trouve une seconde integrale imaginaire, of 
que la demi-somme des deux integrales imaginaires est la valeur prin- 
cipale de I’integrale rbelle. 

A I’observation que je viens de faire, j’en joindrai une autre qui 
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est encore plus iraportante : c’est que les resultats d’une integration 
effectiiee suivant un mode determine, par exemple les resultats de 
I’integration rectiligne, dependent, non seulement dos valeurs ini- 
tiales des variables, mais encore generalemcnt du choix de la variable 
que Ton considere comme independante. Les valeurs initiales des 
variables restant les memes, si Ton prend pour variable indepen- 
dante, d’abord la variable t, puis la variable x, les integrales obte- 
nues dans les deux cas ne s’accorderont generalement qu’entre cer- 
taines limites. La raison on est facile b saisir. Lorsque Ton considere 
i comme variable independante, alors, pour trouver la formulo ou le 
systeme de formules qui represente les integrales completes, on doit 
successivement attribuer a t toutes les valeurs possibles reelles ou 
imaginaires. Mais, a ces diverses valeurs de t pourront repondre, en 
vertu des formules trouvees, des valeurs de x qui demeurcnt toutes 
comprises entre certaines limites. Done, en renversant les formules 
trouvees, on ne pourra en d^duire que les valours do i correspon- 
dantes a des valeurs de x comprises entre ces limites. 11 y a plus : je 
prouve que, pour I’ordinaire, on devra restreindre encore cos limites 
quand on voudra obtenir des valeurs de t en a; qui coincident avec 
celles que fournirait I’integration directement elTectuee dans le cas 
oil Ton prendrait x pour variable»independante. 

J’appelle integrales relatives a t celles qui se rapportent au. cas oil 
Ton prend t pour variable independante. D’apres co qu’on vient de 
dire, les valeurs initiales des variables etant donnees, les integrales 
relatives a t ne fourniront qu’entre certaines limites les integrales rela- 
tives a X. Pour completer ces dernieres integrales, on sera done oblige 
de recourir a d’autres integrales relatives a t, savoir a celles qu’on 
obtient quand on modifie les valeurs initiales des variables. Mais 
quelles modifications successives doit-on apporter a ces valeurs pour 
obtenir une suite, d integrales relatives b t, desquelles on puisse 
•deduire les integrales relatives b a; et comment doit-on s’y prendre 
pour passer des unes aux autres sans calculs inutiles? C’est ce qu’il 
importe d examiner. L’operation qui sert a etfectuer ce passage, et 
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que je nomme V inversion, doit etre evidemment soumise a des regies 
fixes. On trouvera dans mon Memoire ces regies, qui paraissent 
meriter d’etre remarquees, et qui s’appuient sur un theoreme tres 
general, dont voici I’enonce : 

Theoreme. — L’ integration etant supposes rectiligne , les integrates 
relatives a la variable x pourront se deduire des integrates relatives d la 
variable t, et reciproquement, jusqu'au moment oii le module de V une 
des differences x — t — t, considere comme fonction du module pri- 
mitivement nul et croissant de V autre, deviendra, pour la premiere fois, 
un maximum. II ne faut pas oublier d’ailleurs que, dans le cas oil it 
s’agira de calculer le module maximum de la difference x — \, V argu- 
ment de cette derniire difference devra itre considers comme constant. 

Le passage des integrales relatives a t aux integrates relatives a x 
introduit souvent dans le calcul des fonctions periodiques. C’est ce 
qui arrive, en particulier, pour un grand nombre d’equations diffe- 
rentielles entre x et t, quand le rapport des differentielles des deux 
variables est exprime par une fonction de la seule variable /. Alors 
I’integrale relative a x n’est autre chose que la fonction inverse d’une 
integrate definie relative a z, et souvent cette fonction inverse est 
periodique, a simple ou a double periode. J’examinerai en particu- 
lier, dans un autre article, les fonctions periodiques ainsi obtenues, 
et je montrerai comment les regies de Xinversion conduisent a la deter- 
mination de la periode, et comment cette determination se lie a la 
tlieorie des residus. Je me bornerai, pour I’instant, a observer que les 
fonctions inverses des integrates definies n’olfrent pas toujours, et 
pour des valeurs quelconques des variables, les valeurs qui leur ont 
ete assignees dans les Ouvrages meme les plus accredites. Ainsi, par 
exemple, la fonction inverse de I’integrale 



n’est point, comme on I’a dit, 


£ = sinar. 



150 


COMPTES RENDUS DE L’ACADl^MIE. 


niais 





sin^. 


Ainsi encore, dans la theorie des fonctions elliptiques, les deux 
integrales qui representent ce qu’on appelle Vargument, ct qui ren- 
ferment sous le signe J, la premiere, une fonction algebrique, la 
seconde, une fonction trigonometrique, no sont equivalentes qu’eutre 
certaines limites, entre lesquelles les fonctions inverses de ces inte- 
grates se reduisent a deux variables dont la premiere ost le sinus de 
la seconde ou de ce qu’on nomme V amplitude. Hors.de ces limites, la 
fonction inverse de la premiere integrate est, ou le sinus de I’ampli- 
tude, ou ce sinus pris en signe contraire, suivant quo le cosinus do 
I’amplitude est positif ou negatif. 

Ce que je viens de dire sufTit pour donner une idco sommairc des 
resultats principaux auxquels jc suis parvenu. II me restera, pour 
les faire mieux connaitre, a transcrire quelques-unes des formules 
generales, et la demonstration du theorerae fondarncntal sur lequol 
s’appuie I’inversion des integrales d’un systeme d’equations differen- 
tiellcs. 


344 . 

Calcul integral. — Note sur V integration d’un systeme d’equations 
differentielles et sur I inversion de leurs inti grates, 

C. R., T. XXni, p. 617 (28 septembro 1840). 

Soient 

•*. y> « I 

n -t- 1 variables assujetties : lO k verifier n equations differentielles du 

premier ordre, 2 a prendre simultanement certaines valeurs initiales, 
reelles ou itnaginaires, 

T. 
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Si, dans les equations differentielles donnees, on pose 

(0 dx — Xdt, dy=Ydt, dz—Zdt, 

on obtiendra n equations finies qui determineront les valours de X, 
Z, F, ... en fonction de x, y, z, ..., t% et, si des valours de X, F, 
Z, .... propres a verifier ces equations finies, sont substituees dans 
les formules (i), il sufFira d’appliquer a ces formules I’integration rec- 
tiligne, en considerant.t comme variable independante, et regardant 
v), . . ., t: comine les valeurs initiales de x, y, z, , t, pour ob- 

tenir un systeme determine d’integrales. 

Soient maintenant 

( 2 ) C/=o, V=o, IF = o, 

les n integrales deduites des equations (i) a I’aide d’une integration 
rectiligne ou meme curviligne relative a une variable quelconque. 
Supposons d’ailleurs que, les valours initiales t], 'z des va- 

riables X, y, z, t demeurant les memos, on veuille obtenir les 
integrales que fournirait une integration rectiligne relative a la va- 
riable X. Si I’on pose, dans les formules (2), 

X — I — r , 

r designant le module et p I’argument de la difference x — ces for- 
mules determineront, pour une valeur donnee de I’argument p et 
pour de tr'es petites valeurs du module r, les valeurs correspondantes 
des variables reelles ou imaginaires 

y, 

considerees comme fonctions de r. Concevons maintenant que, I’argu- 
ment p demeurant invariable, on fasse croitre le module r par degres 
insensibles. Les valeurs trouvees de y, z, t representeront neces- 
sairement les integrales cberchees relatives a x, tant que les for- 
mules (2) permettront au module r de croitre encore, et tant que ces 
formules fourniront une valeur unique et finie de cbacune des va- 
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riables t, y, z-, . . . . 'En consequence, on pent enoncer la proposition 

suivante : 

Theoreme. — Siipposonslesn^ i variables 

X, y, z, t 

assujettics : a verifier les n e(j[uatioTis differeriticUes 

(1) dx=.J^dt^ dy:=:zYclt, dzzziZdt, 

2® a prendre simultanement les valeurs initiales, reelles ou imaginaires 

^9 Vy ?? • • • > "^5 

et soient 

(2) U=zo, V-o, W=o, 

des integrates qui satisfassent d celte double condition. On pourra, des 
integrates (2), deduire cedes qae fournirait line integration rectiligne 
relative a jusquau moment ou le module primitivernent nul et croissant 
de la difference x — \ deviendra^ pour la premidre fois^ un maximum, si 
dans dintervalle les integrates (2) fournissent pour chacune des tmiiables 
t, y, z, ... une valeur unique et finie qui varie avec r par degres insen- 
sibles, ou hien encore jusquau moment ou cette derniire condition cessera 
d’kre remplie. Observons d’ailleurs que, dans la recherche du module 
maximum de la difference x — V argument de cette difference devra 
itre consider^ comme constant. 

En s’appuyant sur le theoreme que nous venons d’enoncer, on 
pourra, des integrales relatives a une variable quclconquc, par cxemple 
des integrales relatives a t, deduire les integrales relatives a x, pour 
une valeur donnee de rargument p, au moins tant que le module r 
ne depassera pas une certaine limite superieure. Si Ton veut ensuite 
reculer cette limite, il sufiSra de recommencer Toperation en prenant 
pour valeurs initiales de x, y, z, t, non plus celles qui corres- 
pondent a une valeur nulle de r, mais celles qui correspondent a la 
limite trouvee, ou du moins k une valeur de r infiniment rapprochee 
de cette limite. Ajoutons que, en repetant indefiniment, s’il est neces- 
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saire, cle semblables operations, on finira par obtenir, dans tons les 
cas, pour unc valeur quelconque de r, les integrales relatives a x. 
C’est, an reste, ce que j’expliqiterai plus en detail dans un autre 
article. 


345 . 

Calcul integral. — Considerations noiwelles sur les integrales dejinies qui 
s’ dtendent d tons les points d’ane courbe fermee, et sur cedes qui sont 
prises entre des limites imaginaires. 

C. R., T. XXIII, p. 689 (12 oetobre 1846). 

Les theoremes generaux que j’ai donnes dans la seance du 3 aout 
dernier, en considerant les integrales defmies qui s’etendent a tous 
les points d’uue courbe fermee, fournissent, comme j’en ai fait la 
remarque, la solution d’un grand nombre de questions importantes 
de Calcul infinitesimal, etmeme d’Analyse algebrique. Mais, en expo- 
sant ces theoremes, dont les applications sont deja si etendues, je ne 
m’attendais pas a ce qu’ils fussent eux-memes compris comme cas 
particuliers dans d’autres theoremes plus generaux dont les applica- 
tions s’etendaient encore- beaucoup plus loin. C’est pourtant ce qui 
arrive, etceuxdontjevais entretenir un instant I’Academie me parais- 
sent devoir contribuer notablement aux progr'es de I’Analyse infinite- 
simale, puisqu’ils permettent d’etablir avec la plus grande facilite une 
foule de proprietes remarquables des transcendantes representees par 
les integrales definics, et, par consequent, d’une multitude de fonc- 
tions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques 
et les transcendantes abeliennes. La bienveillance avec laquelle les 
geometres ont accueilli les resultats de mes precedents travaux sur 
cette matiere me fait esperer que I’Academic me permettra d’entrer, 
a ce sujet, dans quelques details. 

Jusqu’ici, en considerant les integrales definies qui se rapportent 

OEuvres de C, — S. I, t. X. 
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aux divers points d’une courhe fermee decrite par un point mobile 
dont les coordonnees rectangulaires representent la partie reclle d’une 
variable imaginaire x et Ic coefficient de \j —i dans cctte variable, 
j’avais suppose quc, dans chaque integrale, la function sous le signe f 
reprenait precisement la meme valeur lorsque, apres avoir parcouru 
la courbe entire, on revenait au point de depart. Mais rien n’empeche 
d'admettre que, dans une telle integrale, la function sous Ic signe J, 
assujettie, si Ton veut, a varier avec x par dcgres insensibles, acquiert 
neanmoins des valeurs diverses a diverses epoques oil la valeur de x 
redevient la meme. G’est ce qui arrivera, en particulier, si la function 
sous le signe J , assujettie a varier par degres insensibles avec la posi- 
tion du point mobile que Ton considere, renfermc des racines d’equa- 
tions algebriques ou transcendantes. Alors, si le point mobile parcourt 
plusieurs fois de suite une meme courbe, les racines comprises dans 
la fonction dont il s’agit pourront varier avec le nombre des revolu- 
tions qui rameneront le point mobile a sa position primitive 0, do 
telle sorte qu’une racine d’une equation donnee pourra sc trouver 
remplacee, apres une revolution accomplie, par une autre racine de la 
meme equation. Par suite, la fonction sous le signe j", que Ton doit 
supposer completement d^erminee au moment du depart, pourra etre 
remplacee, apres une ou plusieurs revolutions, par des fonctions nou- 
velles. Alors aussi le nombre des revolutions pourra exercer une in- 
fluence marquee sur la valeur de I’integrale definic obtenue, et cette 
integrale sera generalement elle-mbme une fonction de la variable x 
qui, variant avec x par degres insensibles, pourra neanmoins, a di- 
verses epoques, acquerir diverses valeurs correspondantes a une seule 
et meme valeur de a;. II y a plus : si la courbe que I’on considfere est 
fomee d’une infinite de branches qui vienneat toutes se couper au 
meme point 0, et si, dans ces diverses revolutions, le point mobile 
parcourt successivement ces diverses branches, les diverses valeurs 
de I’integrale, correspondantes a une meme valeur de pourront 

infini, et, par suite, si le nombre des revolutions reste 
illimite, la valeur de I’integrale sera, dans certains cas, completement 
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indefcerminee. Mais cela n’empecherapas I’integrale d’acquerir, apres 
une seule revolution du point mobile, une valeur determiiiee; et ce 
qui merite d’etre remarque, c’est que cette valeur sera, pour I’ordi- 
naire, dependante de la position du point mobile et iiulependante, 
sous certaines conditions, de la forme de la courbe. En effet, si cette 
forme vient a varier par degres insensibles, la valeur de I’integrale ne 
sera point alteree, pourvu que la fonction sous le signe j reste finie 
et continue en chacun des points successivement occupes par la 
courbe variable. Cette proposition, qui subsiste dans le cas meme oii 
Ton remplace la courbe donnee par un polygone, permet de transfor- 
mer les integrates qui correspondent a des courbes quelconques, fer- 
meos ou non fermees, en d’autres integrates correspondantes a des 
lignes droites. EUe permet aussi de reconnaitre dans quels cas les 
theor'eracs relatifs a la decomposition des integrates prises entre des 
limites reelles peuvent Mre etendues aux integrates prises entre des 
limites imaginaires. Enfin, elle permet de reconnaitre sans peine la 
nature des functions inverses de celles qui representent des integrates 
definies donnees, ou plutbt des fonctions que les geometres out desi- 
gnees sous ce nom, et qui ne sent, en realite, que des integrale^s 
d’equations differentielles. Dans le cas oil ce's fonctions sont perio- 
diques, on pent, a I’aide de la proposition enoncee, calculer facilement 
ce que Ton nomme leurs indices de periodicite, ainsi que les diverses 
valeurs de la variable qui rendent ces fonctions nulles ou infinies. Ces 
valours etant une fois connues, si les fonctions dont il s’agit ne de- 
viennent discontinues qu’en devenant infinies, alors, pour les decom- 
poser en fractions rationnelles, ou pour les transformer en produits 
composes d’un nombre infini de facteurs, il suffira ordinairement de 
recourir aux regies que fournit le calcul des residus, telles que je les 
ai donnees dans le second et le quatri erne Volume des Exercicesde Ma- 
thematiques ('). 

(^) OEiwves de CclucIij^ S. II, T. VII 6t IX. 
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Analyse. 

La position d’un point mobile P etant determinee dans un plan, a 
I’aide de coordonnees rectilignes on polaires, on de toute autre na- 
ture, concevons que Ton trace, dans ce plan, une courbe fermee, ct 
nommons s I’arc de cette courbe mesure positivement dans un sens 
determine a partir d’une certaine position initiale 0 du point mo- 
bile P. Soient d’ailleurs u, f, w, ... des variables qui cliangent de 
valeurs d’une manim’e continue avec la position du point mobile, et, 
en faisant couicider ce point avec I’extremite de Fare s, prenons 

{ i) k= U du Vdv W dw H- . . . , 

U, V, W, ... etant des fonctions de u, e, ... tellement clioisios, que 
la somme U rfu -i- V -i- W + . . . soit une dilTerentielle exacte. 
Enfin, nommons ? le contour ou perimetre de la courbe fermee, ct 
S I’aire qu’enveloppe cette courbe; designons par (S) la valeur qu’ac- 
quiert I’integrale J kds lorsque le point mobile P, ayant parcouru le 
contour entier ? de I’aire S, revient a sa position primitive ; et conce- 
vons que Ton ftisse varier la surface S, en modifiant par degres insen- 
sibles la forme de la courbe qui I’enveloppe sans quo cette courbe 
cesse de passer par le point 0. D’apres ce qui a ete dit dans les seances 
du 3 aout et du 21 septembre, les variations de la surface S et clc son 
enveloppe n’altereront pas la valeur de.l’integralc (S), si la fonction 
de «, e, ee, . . ., representee par la lettre k, reste finie et continue en 
cbacun des points successivement occupes par la courbe variable. 
D’ailleurs, cette condition etant supposee remplie, la fonction k pent, 
au moment ou le point mobile P revient a sa position primitive, ou 
reprendre sa valeur initiale, ou acquerir une valeur nouvelle. Nous 
aliens examiner successivement ces deux cas, tres distincts I’un de 
I’autre, etindiquer en peu de mots les resultats dignes de remarque 
auxquels on se trouve conduit par cet examen. 

Soit OO'O". .. la courbe decrite par le point mobile P. Si la fono- 
tion k reprend la meme valeur au moment oti le point P revient a sa 
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position primitive 0, alors la valeur A' de I’integrale (S) sera inclepen- 
dante de cette position primitivcment assignee au point mobile sur la 
courbe qu’il decrit; et si, en partant de la position 0, le point mobile 
parcourt une, deux, trois fois, etc. de suite le contour entier de 
I’aire (S), Tintigrale kds acquerra successivement les valeurs 

K, 2 A', 3 A, .... 

Si, d’ailleurs, on pose 

( 2 ) t—j/c ds, 

k t scront des fonctions de la variable s, liees a cette variable de 
telle maniere que, aux accroissements 

2 c, 3 ... 

de la variable s, correspondront les accroissements 

K, iK, 3A, ... 

de la variable t, la fonction It restant invariable. 

Prenons maintenant, pour fixer les idees, 

( 3 ) k~ 

X etant une variable imaginaire, liee par I’equation 

(4) := St 4- S \J— I 

a deux variables reelles a, considerees comme propres a represonter 
les coordonnees rectangulaires du point mobile P. La formule ( 2 ) sera 
reduite a 

( 3 ) f f{x)Dsxds. 

do 

Si, cVailleurs, la fonction /(a;) ne deyient discontinue qu’en devenant 
infinie pour certains points isoles C, C', C'', « . . situes dans 1 interieur 
de Faire et si a cliacune des yaleurs de x qui rendent inhnie 
correspond un residu determine, si enfin 1 arc s sc mesure positive- 
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ment dans un sens tel que le point P ait autour de la surface S un 
mouvement de rotation direct, alors, d’apres ce qui a ete dit dans la 
seance du 21 septembre, on aura 

( 6 ) — 

la somme qu’indique le signe ^ s’etendant aux seules racines de 

I’equation =0 qui correspondront a des points situes dans I’in- 
terieur de I’aire S. Done, si Ton nomme 

A A ... 

les valeurs diverses du produit air (/(a?)), correspondantes 

•aux divers points isoles G, C', C", .... la valeur de ^ sera do la forme 

(7) A=/+/'h-/"h-.. 

le nombre des termes compris dans le second membre etant precise- 
ment egal au nombre des points isoles qui seront renfermes dans I’in- 
terieur de I’aire S. Si ce dernier nombre se reduit a I’unite, on aura 
simplement /. 

Amsi que nous I’avons remarque dans la seance du 3 aodt, la 
courbe 00 0 ... pouiiait etre remplacee par un polygone curviligne 
ou meme rectiligne. Considerons, en particulier, la dernibre hypo- 
these, et nommons 0. O', 0", ... les sommets du polygone suppose 
rectdigne. Soient d,’ailleurs a, h, c, g, h les valeurs reelles ou ima- 
ginaires de re qui correspondent a ces sommets; et, afin de ne laisser 
subsister aucune incertitude sur le sens attache a la notation 



^ans le cas ou les limites b deviennent imaginaires, concevons que 
loa se serve toujours de cette notation pour designer le resultat de 
integration rectiligne appliquee k la differentielle /{cc)dx. Alors, 
eomme on le reconnaitra sans peine, si Pon fait coincider successive- 
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ment le point mobile P avec les points O', 0", .... la valeur de I’inte- 
grale t, determinee par la formula (5), sera representee, dans le pre- 
mier cas, par le premier terme de la suite 

r f{x)dx, f f{x)dx, ..., f f{x)dx, f f{x)dx; 

dans le second cas, par la somme des deux premiers termes; dans le 
troisieme cas, par la somme destrois premiers termes, etc.; et, lorsque 
le point mobile P sera revenu a sa position primitive 0, la somme 
totale des termes de cette suite representera la valeur de I’integrale 

(8) r J{x)\is^di = K, 
en sorte qu’on aura 

( 9 ) fix)dx+J'^ f(x)dx-h...-i-J'^ f{x)dx+J^ f{x)dx — K. 

Si, pour fixer les idees, on reduit le polygone a un triangle, on trou- 

J /(x)dx-hj' f{x)dx-hJl^fix)dx = K;- 
et, comme on aura generalement 
(ii) jT f{x)dx — —J^ f{x)dx, 

I’equation (lo) donnera encore 


vera 

( 10 ) 


( 12 ) 


J f{x)dx=J' f{x)dx-i-j^f{x)dx—K. 


Pour que I’equation ( 12 ) se reduise a l^formule 


(i3) 


^ f{x)dx—£ f{x)dx-^J^ f{x')dxy 


il scro. n6C6ssa.ir6 (JU6 jST s^6V3.noiiiss6, c 6St-a.-clirG (JUG 1 ciirc S nG tgii- 
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tVrme aucun point isole correspondant a un residu qui difTere de zero. 
Par consequent, I’equation (i3) et autres semblables, qui subsistent 
generaleraent quand il s’agit d’integrales prises entre des limites 
reelles, ne subsistent plus que sous certaines conditions dans le cas 
oil les limites des integrales deviennent imaginaires. 

Pour montrer une application tres simple des formulcs qui pre- 
cMent, posons f{x) = Alors on trouvera = i. Done, en 

vertu des formules ( 12 ), (i3), on aura 


ou 





suivant que I’origine des coordonnees sera situec en dedans ou en 
dehors du triangle dont les sommets correspondront aux trois points 
a, h, c; ce qu’on peut aisement verifier en ayant egard a la formule 



qui subsiste, quels que soient a et b, lorsque - n’est pas reel et ne- 
gatif. 

Concevons a present que Ton differentie I’equation (5) : on obtien- 
dra I’equation dilFerentielle 

(•4) dt = /(x) dx 

entre les deux variables x, t. Soient t deux valeurs particulieres et 
correspondantes attributes a ces deux variables. Si ces valeurs, etant 
finies, produisent une valeur finie de la function y(m), alors, en pre- 
naiit TT pour valeurs initiales de x, t, et faisant varier x dans le voi- 
sinage de la valeur initiale on verra, en vertu de I’equation (i4)» 
t varier avec x ety’(a;) par degres insensibles. Alors aussi, tant que le 
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module de la difference x — ^ ne depassera pas une certaine limite 
superieure, la valeur de t qui, se reduisant a c pour x = '^, aura la 
double propriete de varier avec x par degres insensibles et de verifier 
I’equation (i4)> sera une valeur unique qui pourra etre egalement 
fournie par I’integration rectiligne ou curviligne. Si, pour fixer les 
idees, on pose t = o et ^ = a, en sorte que la valeur initiale de x soit 
precisement celle qui correspond au point 0; si, d’ailleurs, on nomme 
X la valeur.de x correspondante a celui des points isoles C, C', C", . . . 
qui est le plus voisin du point 0; alors, en supposant x clioisi de ma- 
niere que le module de a; — a reste inferieur a celui de x — a, on 
pourra determiner la valeur de ^ qui doit se reduire a zero pour x = a, 
non seulement a I’aide de la formule (5), que foui’nira une integration 
curviligne, mais encore a I’aide de la formule 

(i5) t=zf f{x)dx, 

a laquelle on arrive quand I’integration devient rectiligne. Supposons 
maintenant que, en operant comme on vient de le dire, on passe non 
seulement des valeurs initiales ?, t a des valeurs tres voisines, mais 
encore de celles-ci a d’autres qui en different tres peu, etc. En con- 
tinuant de la sorte, et en donnant la plus grande extension possible 
aux resultats ainsi produits par la variation de a?, on obtiendra fine 
infinite de systemes de valeurs des variables x, t, et la valeur de i en 
X sera determinee par une formule ou par un systeme de formules 
dont chacune fournira pour valeur de t une fonction continue de la 
variable x. Le systeme de ces formules est ce que nous appellerons 
Vintegrale complete de I’equation (i4); une seule d’entre elles repre- 
sente ce que nous avons appele Vintegrale relative a x, puisque, en 
vertu de cette derniere integrate, t doit, non seulement varier avec x 
par degres insensibles, mais encore acquerir une valeur unique pour 
chaque valeur donnee dea;. Au contraire, en vertu de Tintegrale eom^ 
plete, t sera generalement une fonction multiple de la variable x. 
Ajoutons que l’int4grale'complete, correspondante a des valeurs ini-' 

OEuvres de C, — S. 1, t. X. 
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tiales donnees de cc, t, ne sera point modifiee si Ton prend pour va- 
riable independante x, au lieu de t, en considerant I’equation (14) 
comme propre a determiner, non plus t en fonction de x, mais x en 
fonction de t. 

La fonction /(a?) etant donnee, il sera facile de trouver les diverses 
valeurs de t qui, en vertu de I’integrale complete, corrcspondront a 
une meme valeur de x. Concevons, pour fixer les idees, que, en pre- 
nant 0 et a pour valeurs initiales de t et de a;, on veuille calculer les 
diverses valeurs de t correspondantes a la valeur a de x, c’est-a-dire 
au point 0 . II suffira, pour y parvenir, de ramener une ou plusieurs 
fois le point mobile P a sa position primitive 0 , apres lui avoir fait 
decrire chaqiie fois une courbe fermee qui enveloppe un ou plusieurs 
des points isoles G, C', C", . . , ; et, comme, a chacune des revolutions 
du point P, la valeur de t se trouvera augmentee de la somme de plu- 
sieurs des termes 

I, 

ou d’une telle somme prise en signe contraire, suivant que le point P 
auratourne dans un sens ou dans un autre autour de la courbe qu’il 
aura decrite, les diverses valeurs de t, correspondantes a la valeur a 
de X, seront evidemment comprises dans la formule 

t — ±. ml± m' r ±1 mJ* I" :±.. . .y 

TO, to', to", . . . etant des nombrcs entiers quelconques. Par suite aussi, 
a une valeur quelconque de x corrcspondront diverses valeurs de t 
que I’on obtiendra en ajoutant a I’une quelconque d’cntrc ellcs toutes 
celles que fournit I’equation (16). 

Les constantes reelles ou imaginaires, designees dans la formule (i6) 
par les leftres /, , representent ce qu’on appelle les indices de 

periodicUe^a x considere comme fonction de t. Si, dans ces indices de 
periodicite, les parties reelles et les coefficients de \J — i n’offrent pas 
des valeurs numeriques dont les rapports soient entiers ou rationnels, 
alors, dans f considere comme fonction do x, en vertu de I’integrale 
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complete de I’equation (i4). la partie reelle ou le coefficient de \J— i 
sera une quantite absolument indeterminee. Mais on no pourra plus 
en dire autant de I’integrale relative a x qui offrira, pour chaque 
valeur donnee de x, une valeur unique et determinee de t, ni de 
I’integrale relative a t, qui offrira, pour chaque valeur donnee de t, 
une valeur unique et determinee de x. 

II importe de voir dans quels cas I’integrale complete de I’equa- 
tion (i4) se reduit, soit a I’integrale relative a t, soit a I’integrale 
relative a x. Ce probleme est facile a resoudre, d’apres les principes 
que nous venons d’etablir. Ainsi, en premier lieu, pour que I’inte- 
grale complete ne differe pas de I’integrale relative a x, il sera neces- 
saire ct il sufBra qu’a chaque valeur finie de x corresponde genera- 
lement, en vertu de I’integrale complete, une seule valeur de t-, par 
consequent, il sera necessaire et il sufflra que la valeur de t fournie 
par I’equation (i6) s’evanouisse, quelles que soient les valeurs attri- 

buees aux nombres entiers m, m', m", C’est ce qui arrivera si 

chacune des constantes /, I", . . . s’evanouit, ou, en d’autres 

termes, si chacun des residus partiels de la fonction /(a?) se reduit 
a zero. 

En second lieu, pour que I’integrale complete de I’equation ('i4) 
ne differe pas de son integrate relative a t, il sera necessaire et il suf- 
fira qu’a chaque valeur finie de t corresponde, en vertu de I’inte- 
grale complete, une seule valeur de x. Or c’est ce qui arrivera gene- 
ralement quand on se placera dans le voisinage d’une valeur de i qui 


produira une valeur finie de x et de si, comme nous I’avons 

suppose, la fonction f{x) est du nombre de cedes qui ne deviennent 
discontinues qu’en devenant infinies. D’ailleurs, comme on peut le 
demontrer, la valeur de x fournie par I’integrale complete sera dis- 
continue dans le voisinage de toute valeur de t qui rendra x infinie, 
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tegrale complete ne differera pas de I’integrale relative a t, si des deux 
rapports 

IW)’ 


sc- 


f 


X 


le premier est une fonction toujours continue de x, et le second une 
fonction de x qui reste continue dans le voisinage de la valeur o attri- 
buee a la variable x. Ces conditions seront remplies, par exemple si 
Ton pose /(m) = P^tis generalement, si Ton prend pour 

— 1. - une fonction de x, lineaire ou du second dcgre. 

Observons encore que, dans le cas ou I’integrale complete ne diflPere 
pas de Tintegrale relative a t, la valeur de x fournie par cette integrale 
est necessairement une fonction de t qui ne devient discontinue qu’en 
devenant infinie. Cette circonstance permet ordinairement do trans- 
former la fonction dont il s’agit, a I’aide des formules que donne le 
Calcul des residus, et de -la decomposer en fractions rationnellcs, ou 
bien encore de la representer par une fraction dont chaque terme est 
le produit d’un nombre infini de facteurs. 

Retournons maintenant a la formule ( 2 ); mais supposons que, au 
moment ou le point mobile P revient a sa position primitive, la fonc- 
tion k, places sous le signe J, acquiere une valeur nouvelle. Suppo- 
sons d’ailleurs cette fonction k toujours assujettie a varier avec x par 
degres insensibles. La valeur K de I’integrale (S) ne sera plus inde- 
pendantede la position 0 primitivement assignee au point mobile sur 
la courbe qu’il decrit. II y a plus : comme, d’apres une revolution du 
point mobile, la fonction K aura change de valeur, si I’on nomnae 

AT 4- AT,, A -+- Ar,- 4 - K„, .... 
les valeurs successives qu’acquerra Tin tegrale 

t-. f kds , 

(jiiaadiepoiat inobUe P, apr^s avoir effectue (ine> deux^ trois, . revo- 
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lutions dans la courbe qu’il decrit, reprendra sa position primitive, les 
valeurs de K, K,, , evidemment determinees par les formules 



ne seront pas generalement egales entre elles. Neanmoins, si, apres 
un certain nombre de revolutions du point mobile, la fonction k 
reprend la valeur qu’elle avait d’abord, k partir de cet instant les 
termes de la serie 

a :, K„, ... 


se reproduiront periodiquement dans le meme ordre, quelle que soit 
d’ailleurs la position initiate 0 du point mobile P. Done alors, en vertu 
de I’integrale complete de I’equation (i4)t ^ sera une fonction perio- 
dique de i. Quant aux indices de periodicite, ils ne seront plus gene- 
ralement representes par des residus, mais par des integrates definies 
qui pourront se deduire du theoreme enonce au commencement de 
cet article; savoir, que, si la courbe enveloppe de la surface S vient a 
varier sans cesser de passer par le point 0, 1’integrale (S) ne variera 
pas, pourvu que la . fonction k reste finie et continue en chacun des 
points successivement occupes par la courbe variable. 

Les principes que nous venons d’etablir sont particulierement 
applicables au cas oil, dans I’integrale (2), la fonction sous le 
signe y’ renferme des racines d’equations algebriques ou transcen- 
dantes. Supposons, pour fixer les idees, k determine en fonction 
de X par I’equation (3) jointe aux deux suivantes : 

(18) f{x) = ({x,y), 

(19) F(' 3 J,y) = o, 

(Igns lesquelles f(a7,y), F(n?,y) designent des fonctions toujours con- 
tinues de X, y. Si I’on nomme 

jij 

les diverses valeurs de/ tirees.de I’equation (19),. les valeurs corres- 
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poiidantes de f(x), savoir 

(20) ^(■^’>73). ■■■, 

seront ordinairement des fonctions qui eprouveront des cliangements 
brusques, pour des valeurs de x correspondantes, non plus a des 
points isoles, mais a tous les points situes sur certaines portions de 
lignes droites on courbes. Or cet inconvenient sera evitc si, au lieu 
de prendre pour f{x) un terme de la serie (20), on considerc, dans 
I’equation (18), y comme une fonction de x assujettie : 1° a verifier 
I’equation (19); 2° a varier avecappar degres insensiblcs, et si d’ail- 
leurs on suppose connues les valeurs initiaies -q de x et de y cor- 
respondantes a la valeur initiale t de la variable t. Alors les seules 
valeurs de a? qui rendront la fonction Jt discontinue seront celles qui 
la rendront infinie. Alors aussi la consideration de ccs valeurs de x 
et des points isoles qui leur correspondent fera connaitre la nature 
de la fonction de t qui devra representor x, en vertu do I’integrale 
complete de I’equation (i4)> et permettra de transformer en inte- 
grates definies rectilignes, par consequent en integrates definies 
relatives a x, les valeurs de K, K^, . . . fournies par les equa- 

tions (17). 

Ce que je viens de dire fournit, si je ne me trompe, la solution com- 
plete des graves diflBcultes que presente la tbeorie des fonctions cllip- 
tiques, consideree comme une branclie du Calcul infinitesimal, ou 
bien encore la tbeorie des integrates abeliennes; et, en faisant dis- 
paraitre ces difiicultes que M. Eisenstein a tres bien signalees dans 
le tome XXVII du Journal de M. Crelle (oofr aussi le tome X du 
Journal de Mathematiques, public par M. Liouville), les principes 
ci-dessus exposes rectifient des notions eri'onees jusqu’ici trop faci- 
lement admises par les geombtres. On voit que la fonction de 
improprement appelee l^/onction inverse de I’integrale (i5), est eii 
realite la valeur de x fommie par I’integrale complete de I’equa- 
tion (i 4 ), et que Ton peut deduire de la formule (5) la nature et 
les proprietes de cette meme fonction, ses divers indices de periodi- 
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cite si elle est periodique, etc. On voit encore que, si la fonctiony(a?) 
renferme des racines d’equations algebriques on transcendantes, si 
Ton a, par exemple, f{x) = i{x,y), y etant Tune des racines j,, 
y^, ... de I’equation (19), on devra soigneusement distinguer I’tnte- 
grale obtenue dans le cas oii la racine/ serait toujours la meme de 
I’integrale obtenue dans le cas oil Ton assujettirait f(x,y) a varier 
avec X par degres insensibles. On peut aisement verifier la justesse 
de ces conclusions en particularisant la forme des fonctions repre- 
sentees par fix'), f(£c,y) et F(a;,_y) dans les formules generales 
ci-dessus etablies, ainsi que je le ferai dans un autre article. Je me 
bornerai, pour I’instant, a indiquer les applications tres simples que 
Ton peut faire de ces formules aux deux exemples suivants. 

Ce qu’on a nomme I’inverse de I’integrale definie 



n’est meme pas la valeur de x tiree de I’integrale complete de I’equa- 
tion differentielle 

dx = y/i — a;® dt, 

mais la valeur de x que fournira Tintegrale complete de I’equation 
dififerentielle 

dx — y dt, 

si Ton assujettit la nouvelie variable : 1“ a verifier I’equation finie 

^2 -h rr I ; 

2° a varier avec x par degres insensibles, et si Ton assujettit, de plus, 
x,y,t'sL prendre simultanement les valeurs initiales 

<27 —MK Oj “ I j ^ — 0 • 

Ce qu’on a nomme la fonction inverse de I’integrale 
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k etant reel et < i, n’est meme pas la valeur de a? tiree do I’int^grale 
complete de Fequation differentielle 

dx = \/(i — x^) (I — k^x-) dt, 

mais la valeur de x gue fournira I’integrale complete de I’equation 
differentielle 

dx •=. y dt, 

si Ton assujettit la variable j : i° a verifier Fequation finie 

y^~ (i — (i — 

2° a varier avec x par degres insensibles, et si Fon assujettit, de plus, 
x,y,t'& prendre simultanement les valeurs initiales 

x — o, f = i, t — o. 

Dans ces deux exemples, il resulte de la forme des equations diffe- 
rentielles que I’integrale complete ne differe pas de Fintegrale rela- 
tive a 

II est bon d’observer qu’a la formule (19) on pourrait substituer 
une equation differentielle entre x et y. Ainsi, en particulier, on 
pourrait, dans le premier exemple, substituer a Fequation finie 

x^-j-y^zizT 

Fequation differentielle 

. X dx y dyzzz o, 

ou, ce qui revient au meme, assujettir x,y, tk verifier les deux equa- 
tions differentielles 

dx —ydt, dy = — cc dt. 

Observons enfin que, en suivant les regies ci-dessus tracees, on a 
generalement Favantage d’operer sur des Equations differentielles qui 
ne renferment plus de fonctions irrationnelles, ni de radicaux. 
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Calcdl integral. — Memoire sur la continidle des fonctions qui repre- 
sentent les integrales reelles on imaginaires d’un systdme d‘ equations 
differentielles. 

C. R., T. XXin, p. 702 (la octobre 1846 ). 

Un grand nombre de formulcs relatives a la transformation des 
fonctions, par exemple celles qui servent a les developper en series 
ordonnees suivantles puissances ascendantes des variables, subsistent 
sous la condition que les fonctions restent continues. II importait done 
d’ examiner sous le rapport de la continuite les fonctions qui repre- 
sentent les integrales d’un systeme d’equations differentielles. Tel est 
I’objet du present Memoire. 

Pour qu’une fonction donnee de la variable ac reste continue dans le 
voisinage d’une valeur reelle on imaginaire attribuee k cette variable, 
il est necessaire et il suffit : 1° que, dans ce voisinage, la fonction 
obtienne, pour chaque valeur de x, une valeur unique et finie; 2“ que 
la fonction varie avec x par degres insensibles. La seconde condition 
pent d’ailleurs etre remplie sans que la premiere le soit, et alors la 
fonction que Ton consid'ere est une fonction multiple dont les diverses 
valeurs peuvent etre considerees comme representant diverses fonc- 
tions continues de la variable x. C’est en particulier ce qui arrive, 
conformement a ce qui a ete dit dans le precedent Memoire, si la 
derivee de la fonction donnee devient infinie pour certaines valeurs 
de X, ou si cette derivee renferme des racines d’equations algebriques 
ou transcendantes qui soient assujetties a varier par degres insen- 
sibles avec la valeur de x. 

Considerons maintenant un systfeme de n equations differentielles 
du premier ordre qui renferment, avec une variable independante t, 
n variables independantes x,y, s, ... assujetties a prendre certaines 
valeurs initiales v), C, • • • pour une certaine valeur v de la variable 
Supposons d’ailleurs que, dans la variable t, la partie reelle et le egef- 

OEuvreS de C. — S. I, t. X. 22 
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iicient de soient regardes comme proprcs a representer les 

coordonnees rectangulaires d’un point P, mobile dans un plan hori- 
zontal. Enfin soit 0 la position du point P correspondante a la valeur 
initiale z de la variable independante. Si les fonctions X, T, Z, ... 
de^, r, z, auxquelles se reduisent, en vertu des equations dif- 

ferentielles donnees, les derivees des variables x, y, z, . . . , prises par 
rapport a t, restent finies et continues dans le voisinage de la valeur z 
de t, alors, en s’appuyant sur les principes exposes dans mon Memoire 
de 1 835 C), on reconnaitra, non seulement que, en vertu des equa- 
tions differentielles donnees, on peut passer du systeme des valeurs 
initiales des variables a un nouveau systeme qui corresponde a un 
nouveau point O' tres voisin du point 0, mais encore que les inte- 
gralesainsi obtenues seront independantes, du moins entre certaines 
limites, du mode d*integration employe et meme du choix de la 
variable, independante. Concevons, d’ailleurs, que, en operant de la 
meme maniere, on passe du systeme des valeurs de x, y, s, t 
correspondantes au point O', a un nouveau systeme de valeurs qui 
correspondent a un nouveau point 0" tres voisin de O', et continuons 
de la sorte. Les points 0, O', 0", . . . auxquels on parviendra succes- 
sivement se trouveront sur une certaine ligne droite ou courbe, et, si 
I’on nomme P un point mobile qui prenne successivement les diverses 
positions 0, O', 0", . . . , les valeurs de x, y, z vai’ieront avec t par 
degres insensibles, tandis que le point mobile P sc mouvra sur la 
courbe OO'O". .., pourvu que, en chaque point de cette courbe, les 
variables x, y, z, ... acquiferent des valeurs finies, dans le voisinage 
desquelles les fonctions X,Y,Z,... restent elles-memes finies et con- 
tinues. On pourra d’ailleurs supposer que la courbe OO'O". . . se pro- 
longe indefiniment dans le plan horizontal qui la renferme, et rien 
n’empechera d’admettre qu’elle est du nombre des courbes qui se 
coupent elles-memes en un ou plusieurs points. Les formules qui 
fourniront tons les systemes de valeurs des variables auxquelles on 


t OEm'res de Cauekf, S. II, T. XI. 
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pourra ainsi parvenir en partant de valeurs initiales donnees, quelles 
que soient d’ailleurs la nature et la forme de la courbe OO'O". . . inde- 
finiment prolongee, representeront ce que nous nommerons les inte- 
grctles completes des equations differentielles proposees. Ces integrales 
seront generalement independantes du mode d’integration adopte, et 
meme du choix de la variable par rapport a laquelle on integrera. De 
plus, comme, dans le cas oil la courbe OO'O". . . se coupe elle-meme, 
le point P, en reprenant deux ou plusieurs fois la ineme position, 
peut correspondre chaque fois a un nouveau systeme de valeurs des 
variables dependantes x, y, z, ..., il est clair que, en vertu des 
integrales completes d’un systeme d’equations differentielles, les 
valeurs des variables dependantes seront des fonctions multiples 
de t, du genre de celles qui se trouvent representees par des inte- 
grates dont les derivees renfernient des racines d’equations alge- 
briques ou transcendantes. Effectivement ces valeurs de x, y, z, ... 
pourront etre regardees comme des integrales definies, relatives a des 
arcs de courbes tracees dans le plan qui renferme le point mobile, 
et, a ce titre, ainsi que nous I’expliquerons dans un prochain article, 
elles jouiront des proprietes des fonctions que nous avons considerees 
dans le precedent Memoire. 


347 . 


Calcol integral. — Memoire sur les dwerses especes d’integrales 
d’un systime d’dquations diffirentielles. 

C. R., T. XXIII, p. 729 (19 octobre 1846). 

Considerons n + i variables x, y, z, . . . , t, et supposons que ces 
variables doivenf, non seulement verifier n equations differentielles 
du premier ordre, mais encore prendre simultanement certaincs 
valeurs initiales. En appliquant aux equations differentielles donnees 
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I'integraCion rectiligne ou curviligno, on poiirra passer du systeme 
fie valeurs initiales de cc,y, z, , if a un second systeme de valeurs 
nouvelles, tres voisines des premieres, puis de ce second systeme a 
un troisieme, .... Si, en continuant de la sorte, on donne aux inte- 
grales obteniies la plus grande extension possible, dies deviendront 
ce que nous avons appele les integrales completes des equations diffe- 
rentielles donnees. Ces integrales completes varient et se modifienl, 
quand on tient a clianger le systeme des valeurs initiales attribuees 
aux diverses variables ; mais elles restent les memes, quel que soitle 
mode d’integration adoptd et quelle que soit la variable que I’on con- 
sidere comme independante. En general, dies ne coincident qu’entre 
certaines limites avec ce que nous avons appele les intigrales relatives 
a I’ line des variables consideree comme independante; et, tandis que 
les integrales relatives a t, par exemple quand dies sont le produit 
d’une integration rectiligne, fournissent, pour une valour donnee 
de t, une valeur unique de chacune des variables x, y, z, . . . , les 
integrales completes, au contraire, resolues par rapport a ces der- 
nieres variables, en fournissent communement des valeurs multiples. 
Sous peine d’inlroduire une etrange confusion dans I’Analyse infini- 
tesimale, il importe de bien distinguer ces deux espbees d’intcgrales, 
ainsi que les integrales relatives a diverses variables independantes; 
et e’est pour n’avoir pas fait cette distinction que, dans I’Analyse 
transcendante, les geometres sont parvenus trbs souvent a des for- 
mules qui ne s’accordent point avec celles qu’ils avaient prises pour 
point de depart. Les diflBcultes qui en resultent deviennent surtout 
sensibles quand on consid'ere des Equations differentielles dans les- 
quelles les variables sont separees, ce qui permet d’effectuor I’inte- 
gration a Faide d’integrales dbflnies. C’est particulierement ce qui 
arrive dans la theorie des fonctions elliptiques et des integrales 
abeliennes, quand on envisage cette theorie comme une branche du 
Calcul integral; et, comme I’a tres judicieusement observe M. Eisen- 
stein dans un Memoire que renferme le Journal de M. Liouville, on 
est alors conduit a des conclusions qui sont en contradiction mani- 
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leste avec les definitions que i’on a posees. Ainsi, par exemple, dans 
la theorie des fonctions elliptiqiies, on commence par definir le sinus 
de I’amplitude d’une variable t comme la fonction inverse d’une cer- 
taine integrale definie relative a a;; puis on prouve ensuite que cette 
fonction inverse x est periodique, et meine doublemont periodique ; et 
cette proposition contredit la definition adoptee, puisqu’il est impos- 
sible d’admettre qu’une integrale definie, dont la valeur est unique, 
offrc neanmoins une infinite de valeurs distinctes. Pour eviter de se 
trouver en presence de semblables dilficultes, M. Eisenstein a pro- 
pose de fonder, comme je fai fait moi-meme en 1843, la theorie des 
fonctions elliptiques sur la consideration des produits composes d’un 
nombre infini de facteurs. La principale difference qui existe entre la 
marche suivie par iVI. Eisenstein et celle que j’avais tracee consiste 
en ce qu’il prend pour point de depart, non pas les produits infinis 
simples, auxquels j’avais donne le nom de factorielles geomdtriques, 
mais les produits infinis doubles, dans lesquels on. pent decomposer 
ces produits infinis simples a I’aide des formules relatives aux fonc- 
tions circulaires. 

Au reste, au lieu d’eluder les dilficultes de la question, je les aborde 
de front dans,ce nouveau Memoire; et je prouve que I’onpeut, sans 
contradiction, etablir la theorie des fonctions elliptiques ou memo 
des transcendantes d’un ordre plus eleve sur la consideration des 
integrates definies, ou plus generalement des integrates d’un sys- 
teme d’equations differentielles. Seulement il faut alors abandonner 
les definitions precedemment admises, et leur substituer des defini- 
tions nouvelles. Ainsi, par exemple, le sinus de I’amplitude d’une 
variable t ne sera plus la fonction inverse de I’integrale definie 
ci-dessus mentionnee, et relative a x, mais la fonction inverse d’une 
autre integrate definie produite par une integration curviligne; ou, 
c#qui revient au meme, ce sinus sera la valeur de x que fournit I’in- 
tegrale complete d’une Equation differentielle de laquelle on tire la 
premiere integrale definie, quand on cherche, non I’integrale com- 
plete, mais I’integrale relative a t, en la deduisant de I’integration 
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rectiligne. On voit, par cet exemple, corabien il importe de comparer 
i-ntrc elles les diverses especes d’integrales qu’admet une equation 
differentielle, on un systeme de semblables equations, et surtout d’in- 
diquer une methode a I’aide de laquelle on puisse deduire les inte- 
grales completes des integrales produites par une integration recti- 
ligne, relative a Tune des variables consideree comme independante. 
On trouvera, dans mon Memoire, des theoremes generaux qui, en 
permettant de resoudre ce probleme dans un grand nombre de cas, 
me paraissent devoir contribuer notablement aux progress de FAnalyse 
infinitesimale. 

Analyse. 

§ I. — Sur les integrales limitees d'un systeme d’equations differ entielles. 

Soieut 

y, s, •••, i 

n ■+• I variables assujetties : i° a verifier n equations dilferentielles 
du premier ordre; 2“ a varier ensemble par degrcs insensibles et a 
prendre simultanement certaines valeurs initiates 

I, V, ?, ..., T. 

En considerant t comme variable independante, on pourra presenter 
les equations differentielles donnees sous la forme 

(I) = = = 

X, Y, Z, ... 6tant ou des fonctions explicites des variables cc, 7, 
s, ..., t, on, du moins, des fonctions implicites dont les valeurs 
seront celles que fourniront les equations dilferentielles donnees 
quand on y remplacera par la lettre X, D,y par la lettre 
Si ces memes equations fournissaient pour X, Y, Z, . . . plusieurs 
sjstemes de valeurs distinctes, alors a chacun de ces systemes cor- 
respondrait un systeme particulier d’equations differentielles repre- 
sent^es par les formules (t). 
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ConceYons mainteiiant que^ ii designant line fonction des seules 
variables x, y, z, . . . , on pose 

( 2 ) Vw—— C w -h FDy -f- ZD- H- . . .) 

J ^ 

Si les fonctions X, Y, Z, . . . , u restent finies et continues par rapport 
aux variables x, y, z, t dans le voisinage des valeurs initialos 
Y], C, •••. ■t;. alors, comme je l*ai prouve dans divers Memoires, la 
serie, 

(3) ii, Vu, V^ii, ... 

sera coiivergente, du moins pour un tres petit module de la diffe- 
rence t — 'z; et, si Ton represente par 

©« 

la sotome de cette serie, on aura identiquement 

( 4 ) D / 0 W D aj 0 “h Z Dy 0 M + . . . n: o • 

Si, d’ailleurs, x, y, z, . . . , t varient simultanement de maniere a veri- 
fier les formules (i), I’equation ( 4 ) donnera 

( 5 ) d®u — o- 

et, en remplacant successivement u par x, par y, par je, . . . , on tirera 
de la formule (5) 

(6) d^X-zziQ, J0y~o, d%zz:=.0^ .... 

En vertu des equations (5), les fonctions x, y, z, . . . , c bIi repre- 
sentees par 0a;, @y, 0^, . . . devront se reduire a des quantites con- 
stantes; et, commc les valeurs initiales de ©a;, &y, @z co’incideront 
avec les valeurs initiales de a;, j, z, puisque ©« se reduit gene- 
ralement au premier terme u de la serie (3) pour une valeur nulle de 
la difference t ~ 1 , les formules (5) donneront 

( 7 ) @y=fi, = 

Telles sont les equations finies auxquelles devront satisfaire, du moins 
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enfre certaines limites, les variables x, y, s, . . . , t assiijetties : a 

verifier les formules (i); 2“ a prendre simultanement les valeurs ini- 

tiales I, ■/], ^ TT. Dans quelques cas speciaux, par excmple lorsque 

les equations differentielles proposees seront lineaires et a coefficients 
constants, la serie ( 3 ) sera toujours convcrgente, et par suite les for- 
niuies (7) s’etendront a des valeurs quelconques de t. Mais, en general, 
ces formules subsisteront seulement pour un module de la difference 
t — T inferieur a une certaine limite que nous avons appris k calculer, 
et, pour cette raison, nous donnerons aux formules (7) le nom dVn- 
tigrales limitees. 

Observons, au reste, que, en faisant usage do developpements en 
series et demontrant la convergence de ces series a I’aide du calcul 
que j’ai nomme Calcul des limites, on peut obtenir, sous diverses 
formes, des integrals limitees des equations (i). D’apres ce qui a 
ete dit, il est clair que, pour de tres petites valeurs du module do 
la difference t — t, les valeurs de x,y,z,..., tirees de ces diverses 
integrales, verifleront les equations (6) et, par consequent, les for- 
mules (7). 

Observons encore que, en vertu des principcs etablis dans le 
i\Iemoire Sur la nature et les proprietds des racines d’une equation 
qui renferme un paramitre variable, les formules (7), resolues par 
rapport aux variables j, fourniront, pour chacune de ces 

variables, une valour unique, du moins quand le module de la dif- 
ference t t; ne depassera pas une certaine limite supericure. En 
consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

THEORiME. - Considerons n -t- i variables x, y,z,...,t assujetties : 
1“ a verifier n equations differentielles du premier ordre; 2° d varier 
ensemble par degres insensibles et a prendre simultanement certaines 
valeurs mitiales V], a. Si lesfonctions determinees X,T,Z,..., 

qui, en vertu de ces equations diffdrentielles, reprisentent les deri.ees D,x, 
...des variables x, y,z,.:., restent fimies et continues par 
rapport aux variables x, v, z, t dans le voisinage des valeurs ini- 
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tiales f], 'C, . . . , 'z; alors, pour un module de la difference t — x infe- 
neur d une certaine limite, on pourra satisfaire aux conditions enoncees 
en altribuant a x, y, z, ... un. certain systime de valeurs tres voisines 
de^,'q,‘Q, . . et ce systime de valeurs, qui sera unique, pourra se deduire 
.des formules (7). 

Ajoutons que Ton arriverait a des conclusions toutes semblables si 
I’on cherchait k exprimer, non plus x, y, z, ... en fonction de t, mais 
t, y, z, ... en fonction de x, et qu’alors, pour un module de la diffe- 
rence X — ^ inferieur a une certaine limite, les valeurs de t,y,z, ... 
en X pourraient encore se deduire des formules (7). 

Remarquons, enfin, que les valeurs des diverses variables, cxpri- 
mees en fonctions de I’une d’entre elles, par exemple les valeurs de »•, 
y, s, ... exprimees en fonction de t, seront generalement, en vertu 
des formules (7), des fonctions continues, non seulement de la 
variable t, mais encore des valeurs initiales y], "C, . . . , x attribiiees 
aux diverses variables. 

§ II. — Sur les integrates rectilignes et curvilignes cl’un systeme 
d’ equations differentielles. 

Etant donnees les equations (r) du § I avec les valeurs initiales 
y], . .., X des diverses variables x, y, z, ... , t, prenons t pour 

variable independante. Considerons d’ailleurs dans cette variable, 
qui pent acquerir des valeurs quelconques, reelles ou imaginaires, 
la partie reelle et le coefficient de i comme propres a representer 
les coordonnees rectangulaires d’un point mobile dans un plan hori- 
zontal, et nommons 0 la position de ce point correspondante a la 
valeur x de t. Si les fonctions X,Y,Z, ... restent finies et continues 
par rapport aux diverses variables quand on attribue a celles-ci ,des 
valeurs trfes approchees de leurs valeurs initiales, on pourra, en vertu 
des equations differentielles proposees, ou plutot en vertu de leurs 
integrales fournies par I’une des m^thodes que nous avons rappelees 

23 


OEitvres dcC S. T, t. X. 
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(Ians le § I, passer des valeurs initiales vj, 'C, . . . des variables dcpen- 
dantes x, y, z, ... a des valeurs tres voisines qui correspondront a 
line nouvelle valeur de t tres voisine de t, et, par consequent, a un 
nouveau point O' tres rapproche du point 0. On pourra de la meme 
maniere, si les fonctions X,Y,Z, ... restent finies dans le voisinage 
du systeme des nouvelles valeurs Ag x, y, z, ..., t correspondantes 
au point O', passer de ce nouveau systeme a un troisieme auquel 
repondra un nouveau point 0" tres voisin de O', etc. En continuant 
ainsi, on obtiendra une serie de points 0, O', 0", ... que Ton pourra 
supposersitues sur une certaine ligne droite ou courbe OO'O". ..; et 
si chacun de ces points correspond toujours a des valeurs de x, y, 
z, . .., t dans le voisinage desquelles les fonctions X, Y, Z, . . . rcstent 
finies et continues, cette serie pourra so prolonger indefiniment. 
Comme d’ailleurs les integrales trouvees feront connaitre les valeurs 
de ic, y, z, ... correspondantes, non seulement aux points 0, O', 
0", . . ., raais encore aux points situes sur la ligne que Ton considcrc, 
entre 0 et O', cntre 0' et 0", . . . , il est clair que les valeurs de x, y, 
=,..., envisagees comme fonctions de t, seront connues pour un point 
quelconque de cette ligne. Les integrales ainsi produites par une inte- 
gration en ligne droite ou en ligne courbe devront etre naturellemcnt 
designees sous le nom dH integrales rectilignes ou curoilignes du systeme 
des equations differentielles proposees. Du mode do formation de ces 
integrales il resulte evidemment que les valeurs qu’elles fourniront 
poaraj,y, z, ... varieront, en general, par degres insensiblcs avec la 
variable independante t, et, par consequent, avec la position du point 
mobile P sur la ligne 0 O'O". 

Les integrales obtenues seront rectilignes si les valeurs successive- 
ment attribuees a la variable t sont telles que I’argument de la diffe- 
rence t — T reste invariable; elles seront curvilignes dans le cas con- 
traire. 

Lorsque X, Y, Z, ... se reduisent a des fonctions de la seule 
variaile t, alors, t etant pris pour variable independante, les inte- 
grates rectilignes des equations (i) du § I peuvent etre representees 
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par les formules 

(1) A'cU, 

11 y a plus : les valeurs de oc, y, z, ... en t, foiirnies par les integrales 
rectilignes, devront satisfaire, dans tons les cas, a ces dernieres for- 
mules, qui peuvent etre considerecs comme suffisant a determiner 
completement ces valeurs. 

Si I’integration devient curviligne ou, en d’autres termes, si / varie 
de maniere que la ligne OO'O".,., tracee par le point mobile P, soit 
courbe, alors, en nommant s I’arc de cette courbe mesure a parti r de 
la position initiale 0 du point P, on devra, aux formules (i), substi- 
tuer les suivantcs 

(2) x — yJDstds, y — f]=f YDstds, 

Jq Jq 

qui peuvent etre considerees comme suffisant a determiner complete- 
ment les valeurs de as, y, z, 

Si des formules ( 2 ) ou, ce qui revieiit au meme, des integrales cur- 
vilignes, on veut revenir aux integrales rectilignes representees par 
les formules (i), il suffira de remplacer I’arc s par le module de la 
difference t — v, et par rexponentiellc trigonometrique qui offre 
pour argument I’argument de cette meme difference. 

Jusqu’ici nous avons admis que les fonctions X, Y, Z, ... reslaient 
finies et continues par rapport aux variables x, y, z, ..., t, dans le 
voisinage des valeurs correspondantes a chacun des points 0, O', 
0", . . . , ce qui suppose que ces memes valeurs restent finies. Admet- 
tons maintenant la supposition contraire, et concevons qu’a un point C 
de la ligne 0 O'O". . . corresponde une valeur infinie de quelqu’une des 
variables ac, y, z, . . . , ou bien encore qu’en ce point Tune des fonc- 
tions X, r, Z, ... devienne discontinue. Pour savoir ce qu’alors on 
devra nommer les integrales rectilignes ou curvilignes des equations 
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ilifferentielles proposees, il sufEra d'etendre a ce cas-la meme les for- 
niules (i) ou ( 2 ), et de considerer encore ces formules comme les 
equations auxquelles devront satisfaire les valeurs de x, y, s, . . . 
tburnies par ces integrales. En vertu de I’extension doiit il s’agit, 
les i ntgrales rectilignes ou curvilignes prendront une nature sem- 
blable a celle des integrales definies dans lesquelles la fonction sous 
le signe J' devient discontinue. Si la discontinuite consiste en un 
ehangement brusque de xaleur dans une fonction qui reste finie, les 
integrales rectilignes ou curvilignes conserveront des valeurs finies 
et determinees. Mais, si Tune des functions X, Y, Z, ... devient 
infinie, ces integrales pourront, ou devenir infinies, ou olfrir des 
valeurs indeterminees, c’est-a-dire un nombre infini de valeurs parmi 
lesquelles on devra distinguer des principales. Observons d’ail- 

leurs que les integrales rectilignes ou curvilignes, quand elles devien- 
dront indeterminees, representeront une sorte d’integrales singu- 
lieres des equations differentielles donnees, et correspondront, si la 
ligne 0 O'O". . . est droite, a certaines directions particulieres de cette 
ligne, savoir aux directions qu’elle prendra quand on la fera passer 
par un point C auquel repondra une valeur infinie do quelqu’une des 
fonctions X, Y, Z, .... AJoutons que, si a cette direction singuliere 
on substitue deux autres directions qui en soient tres voisines, les 
■valeurs de x, y, 3, tirees des integrales rectilignes, pourront 
\arier brusquement, leurs variations pouvant etre representees dans 
beaucoup de cas a laide des residus de certaines fonctions. Pareille- 
ment, si la ligne OO'O". .., etant courbe, renfei’me un point C auquel 
reponde une valeur infinie de quelqu’une des fonctions X, Y, Z, . . . , 
alors il suffira souvent de faire subir a cette ligne de trbs legers clian- 
gements de forme, ou meme de position, en la faisant tourner d’une 
quantite tres petite autour du point 0, pour que les valeurs de x, 

•••) tirbes des integrales curvilignes, eprouvent des variations 
brusques et instantanees. 

Pour appliquer ces principes generaux a un exemple tres simple, 
supposoms que les formules (i) du § I soient reduites a la seule equa- 
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tion differentielle 

(3) 'Otx— 

et prenons o, i pour valours initialos des variablos x, t. L’integrale 
rectiligne de cette equation differentielle sera 



Dans ce meme cas, lafonction X, reduite a deviendra infinie pour 
L = o. Cela pose, soient 0, C les points correspondants aux valeurs i 
et o de t. Si la droite 00' ne passe pas par le point C, et si Ton fait 
varier t a partir de sa valeur initiate i, la valeur correspondante de x 
fournie par I’integrale rectiligne 

(4) a; — \t 

variera, par degres insensibles, avec II y a plus : cette valeur de x 
variera encore par degres insensibles quand la droite 00' tournera 
autour du point 0, dans un sens ou dans un autre, en decrivant un 
tres petit angle. Mais il n’en sera plus de meme si Ton fait prendre 
a la droite 00' la position singuliere OC, et si, en meme temps, on 
attribue a t une valeur negative — a, a etant un nombre quelconque- 
Alors, en effet, I’integrale defmie 



deviendra indeterminee, sa valeur principale etant \a\ et si, en fai- 
sant varier infiniment peu la direction de 00', on pose successive- 
men t 

t=: — a — I, i = — 0-t-£\/ — I) 

£ etant un nombre infiniment petit, on obtiendra deux nouyelles va- 
leurs de X tres distinctes de la, savoir 

l( — a — ey/ — i) et 1 (— a -+• £\/ — i) 
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oil, ii Ires peu pres, 

la 1 et la + n^J — i. 

Ofjservons d’ailleurs qae ces deux valeurs offriront pour demi-somme 
]a valeur la correspondante a la direction OC, la difference entre cha- 
cune d’elles et la etant egale, au signe pr6s, au produit 

En terminant ce paragraphe, il est bon de rappeler que les inte- 
grales rectilignes d’un systeme d’equations differentielles sont gene- 
ralement modifiees quand on change de variable independante. II y a 
plus : elles se trouvent souvent modifiees quand, aux valeurs initiales 
des variables, on substitue d’autres valeurs qui verifient ces memes 
integrales. Ainsi, par cxemple, quoiqu’on satisfasse a la formule (4) 
en posant 



neanmoins I’int^rale rectiligne qu’on deduit de I’equation (3), en 
prenant ces valeurs de ? et de a; pour valeurs initiales, savoir 

est distincte de la formule (4), et ne s’accorde avec elle que pour des 

valeurs de 1 argument de t, renfermees entre les limites — + i:. 

2 

§ III. Sur les integrales completes d^un systhne Equations 
differentielles. 

Supposons que, en prenant t pour variable independante, on ap- 
plique 1 integration curviligne aux equations (i) du § I. Si Ton 
nomme toujours P le point mobile qui correspond aux diverses va- 
leure reelles ou imaginaires de t, 0 la position initiate de ce point, 
00 0 ... la courbe qu il ddcrit, et s 1 arc de cette courbe mesure a 
partir du point 0, les integrales curvilignes des equations donnees 
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pourront etre representees, comme on I’a dit, par les formules (2) du 
§ II. Observons maintenant que, dans ces integrales, I’arc s pourra 
croitre indefiniment, la courbe OO'O". .. pouvant etre indefiniment 
prolongee, et la forme de cette courbe etant d’ailleurs entierement 
arbitraire. Quelle que soit cette forme, et quel que soit le nombre des 
circonvolutions a la suite desquelles le point mobile P atteindra une 
position donnee, les valeurs dea?, 7, s, ..., fournies par les integrales 
curvilignes et correspondantes a des positions tres voisines de cedes 
dont il s’agit, varieront generalement avec s at t par degres insen- 
sibles lorsqu’on fera mouvoir le point P sue la courbe qu’i.l decrivait, 
ou meme lorsqu’on fera varier infinimentpeulaformede cette courbe. 
11 n’y aura d’ exception a cet egard que dans le cas particulier ou le 
point P, en se mouvant sur la courbe OO'O"..., finirait par atteindre 
line position a laquellc correspondraient des valeurs infinies de Tune 
des variables x,y, z, ... ou de Tune des fonctions -Y, T, Z, . . ., par 
consequent Tune des positions occupees par les points C, C', C", ... 
pour lesquels x, y, z, ... ou X, Y, Z, ... deviennent infinies. Or ces 
derniers points sont necessairement des points isoles. Si Ton faisait 
passer la courbe OO'O". . . par Tun d’entre eux, les valeurs de x, y, 
z, ..., fournies par les integrales rectilignes, pouri'aient devenir inde- 
terminees et offrir des valeurs principales qui dififereraient notable- 
ment des valeurs correspondantes a d’autres courbes tres voisines. 
Cela pose, concevons que Ton veuille donner aux integrales curvili- 
gnes la plus grande extension possible, mais cependant avec la condi- 
tion que les valeurs de x, y, z, ... varient par degres insensibles avec 
la position du point P. 11 suffira evidemment d’admettre que Ton fait 
prendre successivement a la courbe OO'O". . . toutes les formes imagi- 
nables, mais en evitant de la faire jamais passer par I’un des points 
isoles C, C', C", . . ., dont elle pourra neanmoins s’approcher inddfini- 
ment. C’estalors que Ton obtiendrace que nous appelons les intdgrales 
completes des equations dilferentielles proposees. Ainsi definies, les 
integrales completes ne seront point modifiees quand on prendra pour 
variable independante, au lieu de t, une quelconque des autres va- 
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riables x, y, z, Ajoiitons que les valeurs de x, y, z, ... en i, 

fburnies par ces infegrales, seront, en general, des fonctions multi- 
jdcs de/, souventmeme des fonctions qui, pour chaque valeur de t, 
offriront une infinite de valeurs distinctes, ou bien encore une infinite 
de valeurs tres voisines les unes des autres. Mais il pent aussi arriver 
que les integrales completes olfrent, pour chaque valeur donnee de /, 
une valeur unique, et alors elles coincident necessairement avec les 
integrales rectilignes relatives a /. C’est ce qui aura lieu, en particu- 
lier, pour une certaine classe d’equations differentielles que nous 
aliens indiquer. 

Supposons que, dans les equations (i) du § I, X, F, Z, ... repre- 
sentent des fonctions toujours continues des variables x,y,s, 
c*est-a-dire des fonctions qui restent continues dans le voisinage de 
valeurs flnies quelconques attribuees a ces memes variables. Alors, en 
vertu des principes que nous avons etablis, les valeurs de x,y, z, . 
fournies par une integration rectiligne relative a /, varieront avec / 
par degres insensibles et seront fonctions continues de /, a moins que 
/ ne s’approehe indefiniment d’une valeur a laquelle correspondent 

des valeurs infinies de quelques-unes des variables x,y,z, Cela 

pose, pour savoir si les integrales completes different ou ne different 
pas des integrales rectilignes relatives a /, il suffira evidemment d’exa- 
miner si, quand une ou plusieurs des variables x, y, z, ... deviennent 
infinies, les inverses de ces variables, representees par les rapports 

‘ restdnt fonctions continuGS de Or c’est ce qui nrrivera 

certainement si la propriete qu’avaient les equations differentielles 
proposees de fournir, pour les derivees D.y, ... des va- 
riables dependantes a?, s, ..., des valeurs repi^esentees par des fonc- 
tions toujours continues, subsiste encore dans le cas ou I’on renxplace 
celies des variables a;, s, ... qui deviennent infinies par de nou- 

velles variables a!',y, z', ... liees aux premieres par des equations de 
la forme 
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Pour eclaircir ce qui vient d’etre dit a I’aide d’un excmple tres 
simple, supposons que les equations differentielles donnees se redui- 
sent a une seule equation de la forme 

(i) Dj-c = /(.r, i! ). 

bi , dans cette equation, on substitue a la variable x la variable 
w'=z on trouvera 



Cela pose, pour que I’integrale complbte de I’equation (i) ne differe 
pas de I’integrale roctiligne relative a t, il sufFira que, des deux expres- 
sions 

la premiere soit une. function toujours continue des variables m, i, et 
la seconde une fonction toujours continue des variables x', t. C’est 
precisement ce qui aura lieu si f{x, i) est une fonction toujours con- 
tinue d'e t, et, en memo temps, une fonction entiere de x, du premier 
ou du second degre. Ainsi, en particulier, si Ton designe par f{t), 
Y(t) deux functions toujours continues de t, I’integrale complete de 
I’equation lineaife 

(3) Dia?=:a;f(0-1-F(0 

ne differera pas de son integrale relative a t, etpar suite la valeur de 
X que fournira I’integrale relative a t, savoir 



sera une fonction toujours continue de t. Ajoutons que Ton pourra 
encore en dire autant si, a I’equation (3), on substitue la suivante 

(5) T)tX=^x-+ 


OKuvrcs de C. — S. I, t. X. 
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uu, plus generalemenf, la suivante 

tU), f,U ), fo(l) designant trois functions toujours continues de l. 

Lorsque les integrales completes d’un systeme d’equations diffe- 
rentielles ne se confondent pas avec les integrales rectilignes relatives 
a r, il importe de comparer entre elles ces deux especes d’integrales, 
et surfout de voir comment on peut passer des unes aux autres. Telle 
esf la question qui est traitee dans la derniere Partie de mon Memoire, 
ct sur laquelle je reviendrai prochainement. 


348 . 

Analyse .mathematique. — Memoire sur les valeurs moyennes 
des fonctioAs. 

C. R., T. XXin, p. 74 o (19 oetobrc 1846). 

Simple enonce. 


349 . 

Calccl iNTgGiUL. - Sur les rapports et les differences qui existent entre 
les integrales rectilignes d’un systime d’equations diffdrentielles et les 
integrales competes de ces mimes equations. 

C. R., T. XXin, p. 779 (26 octobro i84fi). 

Dans h derniere seance, j’ai fait voir cpmbien il importe de distin- 
guer les unes des autres et de comparer entre elles les diverses especes 
integrales qu’admet un systeme d’equations diflP^rentielles. J’ai 
ajoutfe que j’etais parvenu k etablir des tlieoremes gen6raux, k I’aide 
I tsque son peut effectuer cette comparaison etdeduire les integrales 
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completes cles integrales produites par une integration rcctiligne, 
relative a Tune des variables consideree comme independantc. Je vais 
aujourd’hui realiser la promesse que j’avais faite de revenir sur cette 
question, et montrer comment on peut la resoudre, en s’appuyant sur 
la theorie des integrales definies singulieres et sur la consideration 
des fonctions continues. 


Soient toujours 


Analyse. 






t 


n -t- I variables assujetties : 1" a verifier n equations differentielles du 
premier ordre; a” a varier ensemble par degres insensibles et a 
prendre simultanement certaines valeurs initiales 

* 0 , “• 

En considerant t comme variable independantc, on pourra presenter 
les equations differentielles donnees sous la forme 

(i) 13,.r~.r, ■ 

X, Y, Z, ... etant, ou des fonctions explicites des variables x, y, 
z, . . ou du moins des fonctions implicites dont les valeurs seront 
celles que fourniront les equations differentielles quand on y rempla- 
cera par la lettre X, Dty par la lettre F, — Si ces memes equa- 
tions fournissaient, pour X, Y, Z, plusieurs systemes de valeurs 
distinctes, alors, a cliacun de ces systemes correspondrait, comme 
nous Tavons dit, un systeme particulier d’equations differentielles 
representees par les formules (i). 

Concevons maintenant que, dans la variable independante i, on 
considere la partie reelle et le coefficient de \/ — i comme propres a 
representer les coordonnees rectangulaires d’un point P qui se meut 
dans un plan horizontal ; et nommons 0 la position initiate de ce point 
correspondante a la valeur % de t. Supposons encore que Ton joigne 
le point 0 au point P : 1“ par une droite OP; 2® par une courbe 
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00'0"...P, dont la longueur, mesuree a partir du point 0, soit repre- 
sentee par la lettre Supposons enfin que, dans les equations (i), 
.Y, F, Z, ... representent des Ibnctions completcment determinees des 
variables 37, xr, ..., A Tandis que Ton prolongera indeliniment la 
droite OP, ou la courbe 00'. . .P, les variables x, y, . assujetties : 
1 “ a prendre, pour la valeur initiale t de les valeurs initiales cor- 
respondantes v], C, a" a varier avec i ou s par degres insensibles, 
et a verifier les equations (i), seront ce que nous avons appele les 
integrates reclilignes ou curvilignes de ces memes equations, et satisfe- 
ront, dans le premier cas, aux formules 


! 2 I x— '— f ^Tdt, Y — u = ^ Fdt, 5 
dans le second cas, aux formules 

(3) X — f A'Bstds, y — -n=l^ FDstds, 

0 0 



.r 


ZDgtds, 


Ajoutons que, si la droite OP ou la courbe 00'. . .P vient a se deplacer 
en tourjiant d’une quantite trfes petite autour du point 0, les valeurs 

de x,y, s fournies par les integi’ales rectilignes ou curvilignes, 

varieront tres peu elles-memes, a moins que la droite OP, ou la courbe 
00'. ..P, ne passe par un ou plusieurs des points isoles C, G', G", ... 
auxquels correspondent des valeurs infinies de quelques-unes des va- 
riables a;, y, s, ..., ou de quelques-unes des functions Z, Y, Z 

Qnantanx integrates completes, elles ne seront autre chose que le sys- 
teme de toutes les integrales curvilignes correspondantes a toutes les 
formes imaginables de la courbe 00'... P, ou plutot a toutes les formes 
que cette courbe pourra prendre, sans jamais passer par I’un des 
points G, G', G", . . . dont il lui sera neanmoins permis de s’approcher 
indefinimenf. Gette restriction est necessaire lorsqu’on veut con- 
server aux integrates completes la propriete remarquable de fournir, 
pour les variables independantes x, y, s, . . . , des valeurs qui varient 
toujours par degres insensibles avec la variable independante t, quelle. 
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que soil d’ailleiirs la ■variation reelle ou imaginaire de t, ou, ce qui 
revient au memo, quelle que soit la direction suivant laquelle se de- 
place le point mobile P. 

Ces definitions etant admises, et t etant toujours considere conime 
variable independante, supposons que, a I’aide d’un precede quel- 
conque, on ait obtenu les integrates rectilignes des equations ( i), et 
soient 

(^) j? = cp(it). y — vAt), - = 

ces memes integrates. Soient encore 

a:-, g-, s, ... 

les fonctions de t auxquelles se reduisetit 


X, r, Z, •... 

quand on y substitue les valeurs dea;, y, z , ... tirees des formules (4). 
On aura identiquement 


(5) 






Soient, d’autre part, r la longueur du rayon vecteur OP, et p I’angle 
polaire qu’il decrit, cet angle etant mesure a partir de la direction pri- 
mitive du rayon, c’est-a-dire a partir de la direction de la tangente 
menee par le point 0 a la courbe OO'P. On aura 

( 6 ) t — z—reP'!-'; 

et, dans cette derniere formule. Tangle p, d’abord positif, pourra, ou 
croitre indefiniment, si le rayon vecteur r tourne toujours dans le 
meme sens autour du* point 0, ou bien, apr^s avoir cru pendant un 
certain temps, .decroitre ensuite. II y a plus : Tangle p pourra subir 
des accroissements et decroissements alternatifs, en vertu desquels ii 
acquerra uno infinite de valeurs positives ou meme negatives. Ajou- 
tons qu’a ces accroissements ou decroissements correspondront, pour 
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If rayon vecteur r, des rnouvements de rotation qui s’effectueront en 
sons confraires, et en vertu desquels il pourra reprendre plusieurs fois 
unf direction donnee. 

Cela pose, considerons le rayon vecteur OP on r parvenu dans une 
position telle que, avant de I’atteindre, il ait toujours tourne dans lo 
meme sens, en decrivant un angle inferieur a quatre droits. Nom- 
mons S I’aire comprise enfre la courbe 00'... P et la droite OP. Le 
contour en partie curviligne, en partie rectiligne, qui terminera cette 
aire, sera un contour ferme; et, si I’on nomme (S) ce que devient 
Pintegrale 

j X Dstfis, 

quand on la suppose etendue a tous les points de ce contour, c’est- 
a-dire quand on considere la droite PO comme proprc ii representer le 
prolongement de Parc s, on aura evidemment 

(S)=r X'i)stds— ( X-dt. 

Supposons d’ailleurs que les fonctions X, 7, Z, ... restent finies et 
continues par rapport aux variables oj, j, ^ dans le voisinage de 
valeurs liees entre elles par les equations (4) et correspondantes a un 
point quelconque de la surface S. Alors les fonctions de t, designees 
par X, g-, resteront elles-memes finies et continues dans le voi- 
sinage d une valeur de t correspondante a un point quelconque dc 

cette surface; et, en vertu de ce qui a ete dit dans la seance du 3 aout 
dernier, on aura 


par suite, la formule donnera 

X.D,tdsz= J xdt- 

oomme on obtiendra des resultats sem”Blables en remplagant a; 
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par .7, par 54, . . on trouvera definitivement 

«(io) f X,B,tds= f iXdt, f ;Jl),tds—j ^ dt, 

^ Q Z t- 'O i''- 

on, ce qui rovient an meme, eu egard aux ^nations ( 5), 

(II) o(0 — I— f !S:-D,tds, y^{t)-~r,- f -TDjff/,?, 

"0 do 

Or il suit des formules (T i) que les valeurs de cc, y, z, fournies 
par les equations ( 4 )i satisfont aux formules ( 3 ). Ges valeurs repre- 
senteront done, non seulement les integrales rectilignes, mais encore 
les integrales curvilignes des equations (i), et meme elles seront les 
seules que pourra fournir I’integration curviligne, lorsque, en par- 
tant du point 0 pour arriver au point P, on suivra la courbe 00 '. . .P, 
puisque, dans tons les points de cettc courbe, elles produiront des va- 
leurs finics X-, 7, &, ... des fonctions X, T, Z, ..., qui, par hypo- 
these, resteront continues dans le voisinage de ces memes points (voir 
le tbeoreme des pages 176-177). En consequence, on pourra enoncer 
la proposition suivante : 

TxiEORftME T. — Supposons les n -{-i variables x,y, z, . t assujetties : 
1° a verifier les equations (r), dans lesquelles X, Y, Z, ... designent des 
fonctions determinees de oc, y, z, t; 2° a vaner ensemble par degres 
insensibles et d prendre simultanement les valeurs initiales Y), 'Q, t:. 

Considerons d’ailleurs, dans la vaiiable t, la partie reelle et le coefficient 
de \j — i comme propres d representer les coordonnees rectangulaires d’un 
point P qui se meat dans un plan horizontal, et nommons 0 la position 
initiale de ce point correspondante d la valeur 'Z de t. Enfin representons 
les integrales rectilignes des equations (1) par les formules (4) ; joignons 
le point 0 au pointVi 1° par la droite OP; aP par une courbe 00 '...P; sup- 
posons le rayon mobile OP parvenu dans une position telle que, avant de 
I atteindre, il ait toujours tourne dans le mime sens en dderivant un angle 
vnferieur a quatre droits; et nommons S la surface que terminent, d’ une 
part, ce rayon vecteur, d’ autre part, la courbe 00 '. . .P. Si les fonctions 
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A', F, Z, ... reslent finies et continues par rapport aux variables x, y, 
z, dans le roisinage de valeurs liees entre elks par les for mules (4') 

et correspondantes d un point quelconque de la surface S, les valeurs de 
X, y, . . .j donnees par ces formules, coincideront, pour chaque point 
de la courhe 00'. . . P, aoec les valeurs de x, y, z, . .. que Von deduirait 
de V integration eurviligne, en faisanl de'crire cette courhe au point mo- 
bile. 

Corollaire. — Soit R un point situe sur la courbe 00'. . .P, entre les 
deux points extremes 0, P, et nommons s, t les valeurs de s, t corres- 
pondantes au point R. La formule ( 9 ) donnera 

U2) r SQ.I)stdt= f -Xdt. 

Jq 

De plus, si I’on nomme 8 I’aire que terminent, d’une part, les rayons 
vecteurs OR, OP, d’autre part, la portion de courbe RP, et si Ton 
nomme (s ) ce que devient I’integrale 

j S^Dgids 

quand on la suppose etendue a tous les points du contour de la sur- 
face 8 , on aura evidemment 


^i3) 


(^ ) — - ^ cXi dt -H eX. Dj t ds — ^ A? dty 


et St la formule (8) on pourra joindre la suivante : 

a4) (S) = o; 

or, de cette derni^re, jointe ala formule (i 3 ), on tirera 




X stds— ^ — j" X dt ; 


0 t il suffira, evidemment, de combiner entre elles, par voie d’addi- 
les formules ( 1 2 ) et (i5), pour retrouver I’equation ( 9 ) . 
hB n estpas tout. La demonstration que nous venons de donner de 
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la formule (i5) continuera evidemment de subsister, si le rayon vec- 
teur r, apres avoir tourne dans un sens pour atteindre la direction OB, 
tourne en sens contraire pour atteindre la direction OP; et, comme 
les formules (12) et (i5), combinecs entre elles par voie d’addition, 
reproduisent toujours I’equation (9), il est clair que cette derniere 
equation doit etre etendue, avec le theoreme I, au cas ou le rayon vec- 
teur avant d atteindre sa position finale, tourne d’abord dans un 
sens, puis en sens contraire. II y a plus : si, avant d’atteindre sa posi- 
tion finale, le rayon vecteur OP tourne alternativement dans un sens 
et dans un autre plusieurs fois de suite, on pourra diviser Parc ^ en 
plusieurs parties, dont chacune soit comprise entre deux points telle- 
ment choisis, que le rayon vecteur tourne toujours dans le meme sens 
quand son extremite passe d’un de ces points a I’autre; et, pour 
retrouA'er alors le theoreme I, il sulFira de combiner entre elles, par 
voie d’addition, les diverses formules correspondantes aux diverses 
parties de Pare En consequence, on peut enoncer la proposition 
suivante : 

Theoreme II. — Les mimes choses etant posees que dans le thiorime I, 
avec cette seule difference que, avant d’ atteindre sa position finale, le rayon 
vecteur OP tourne tantdt dans un sens, tantot dans un autre, en decrivanl 
des angles quelconques, nommons S la portion de surface plane dont les 
_ divers points sont precisdment ceux que rencontre dans son mouvement le 
rayon vecteur OP. Si les fonctions X,Y,Z,... restent finies et continues 
par rapport aux variables x, y, z, ..., t, dans le voisinage de valeurs 
hies entre elles par les formules (4) el correspondantes a un point quel~ 
conque de la surface s, les valeurs de x, y, z, . . . , donnies par ces for- 
mules, coincideront , pour cliaque point de la courbe 00’. . .P, avec les 
valeurs de x, y, z, . . . , que I’on diduirait de I’inteffation curviligne, 
en faisant deenre cette courbe au point mobile. 

Corollaire. — Il est important d’observer que le theoreme precedent 
subsisterait dans le cas meme ou le contour 00'. . .P serait en partie 
rectiligne et en partie curviligne, par exemple dans le cas oil ce con^ 
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tmr se coinposerait d’lin rayon vecleiir 00' mene du point 0 an 
point 0% et d’une portion de courbc O'P tracee entre les points 0' 
of P. 

En s’appuyant siir les tlieoremcs quo nous venons d’etablir, on 
rosout facilement la question suivante : 

Probleme. Les let t res X, F, Z, . . . etant des fo notions determindes 
des variables jr, j, supposons que les integrales rectilignes des 

equations (i) soient connues el representdes par les formules (4). Suppo- 
sons encore que, les imriables x, y, z, , . . , t dtant lides entre elles par les 
formules (4)> les fonclions X, Y, Z, , , . ne denennent discontinues qiien 
depenant infinies, pour certaines valours particulidres de t correspondantes 

a certains points isolds C, C', C', On demande les intdgrales ciiiyi- 

lignes, correspondantes a une courbe OO'O", . .. tracde arbitrairement 
dans le plan qui renferme le point mobile P, et prolongde inddfiniment, a 
parlir dii point 0. 

Solution. — Les valeurs initiales des variables etant supposees les 
memes dans Pintegration rectiligne et dans Pintegration curviligne, il 
resulte dll tlieoreme II que les integrales curvilignes se confondront 
avec les integrales rectilignes jusqu’au moment oil le rayon vecteur r, 
mene du point 0 a la courbe, rencontrera un ou plusieurs des points 
isoles C, C\ C", . , par exemple le point C. Nommons R la position 
que prendra en ce moment Pextremite P du rayon vecteur, et R', R"' 
deux positions infiniment voisines situees, Pune en dega, Pautre an 
dela de la position R. Soient enfin x, y, z, , . . les valeurs de ... 

tburnies par les equations (4) an moment oil le point mobile P atteint 
la position R ou plutotia position R'. Le rayon vecteur r continuant a 
se mouvoir, le point mobile P passera de la position R' a la position 
infiniment voisine R", a laquelle correspondront, en vertu de Pintegra- 
tion curviligne, des valeurs de z, ... qui differeront infiniment 
pen de x, y, z, — . Mais il n*en sera plus de meme des valeurs de x, y, 

^ . fournies par 1 integration rectiligne; et pour que, dans le pas- 
sage du point 0 au point R", Pintegration rectiligne reproduise des 
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valeiirs cle x, y, z, . . . sensiblemcnt egales a x, y, z, . . . , il sera neces- 
saire que, en partant du point 0, Ton attribiie aux variables depen- 
dantes x, y, s, non plus les valeurs initiales I, rj, mais 

d’autres valeurs initiales i,, vj,, i^,, — Ajoutons que, pour obtonir 
ces dernieres, il suflira evidemment d’appliquer I’integration recti- 
ligne aux equations (i), en faisant mouvoir le point P sur la ligne 
droite R"0, et le I’amenant ainsi de la position R" a la position 0. 

Les valeurs v],, C, , . etant determinees, si on les prend pour 

valeurs initiales, les valeurs generales de x, y, j:, . que produira 
I’integration rectiligne, serontdonnees, non plus par les equations (4), 
inais par des equations du meme genre, 

(16) x=:=cpi(t), y = xi(t), 5 = 

en vertu desquelles x,y,z, ... se redu'iront a y],, ... pour 

et, si Ton replace le point mobile P dans la position R, ou plutot dans 
la position infiniment voisine R", ces ^nations reproduiront precise- 

ment les valeurs x, y, z, ... des variables x,y, z, Si I’on suppos(‘ 

ensuite que le point P, poursuivant sa route primitive, se meuve sur 
le prolongement de la courbe 00'. . .R, les integrales curtilignes cor- 
respondantes a cette courbe se confondront, en vertu du theoreme II, 
avec les integrales rectilignes representees par les formules (i6), jus- 
qu’au moment oil le rayon vecteur OP rencontrera de nouveau un 
point isole. Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on se trouvera 
conduit a substituer aux formules (i6) d’autres formules du meme 
genre, 

(17) a? = !pj( 0 , y — - = 

en vertu desquelles x,y, z, ... acquerront, pour t = 7 , certaines va- 
leurs ^ 2 ) 'qs* Csj • • • generalement distinctes de yj, . et de y],, 
...; et il est clair que, en continuant de la sorte, on finira par 
obtenir, pour un point quelconque de la courbe OO'O". . . , les valeurs 
chercbees de x, y, s, . . . . 

Les integrales curvilignes des Equations (i) etant ainsi connues^ 
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quelle que soil d’aiileui’s la courbe suivie par le point mobile P, on 
eonnaitra, par suite, les integrales completes, e’est-a-dire le systeme 
des integrales curvilignes relatives a toutes les formes que cette courbe 
pourra prendre, sans jamais passer par I’un des points isoles C, G', 
C', ... dont il lui sera neanmoins permis de s’approcher indefini- 
ment. 

Dans d’autres articles, j’examinerai, en particulier, ce qui arrive 
quand X, Y, Z, ... sont des fonctions non plus explicites, mais impli- 
cites de y, s, ..., par exemple des fonctions dont les valeurs, 
assujetties a varier par degres insensibles avec y, s, . . . , doivent 
vmfier certaines equations algebriques ou transcend antes; et je mon- 
trerai, par des applications diverses, I’utilite des formules generales 
que je viens d’etablir. 


350 . 

Astrosomie. — Mdthodes nowelles pour la ddtermination des orhites 
des corps celestes, el, en particulier, des comites. 

C. R., T. XXIII, p. 887 (16 novembre 1846). 

Dans les calculs relatifs a la determination de I’orbite que decrit un 
corps celeste, par exemple une comete, on doit distinguer deux especes 
de quantitfes. Les unes, savoir la longitude et la latitude geocentriques 
de la comete, etleurs derivees prises par rapport au temps, sont imme- 
diatement fournies par les observations, ou, dumoins, s’en deduisent, 
pour une epoque donnee, avec une exactitude d’autant plus grande, 
que le nombre des observations faites a des epoques voisines est plus 
considerable. La comete etant censee decrire une section conique, et 
les quantites dont je viens de parler, ou plusieurs d’entre elles, etant 
stlpposees connues, les autres quantites, par exemple la distance de la 
cooifete a la Terre, ou plutot la projection de cette distance sur le plan 
de I eeliptique, I inclinaison de I’orbite, la direction de la ligne des 
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noeuds, etc., se deduisent des equations du mouvement, a I’aide de 
formules approximatives ou exactes. Parmi les formules approxima- 
tives, on dolt remarqner celles qu’ont donnees Lambert, Olfaers, Li>- 
gendre, et, en dernier lieu, MM. de Gasparis etMichal. Parmi les for- 
mules exactes, on doit distinguer celles auxquelles sont parvenus 
Lagrange, Laplace et M. Gauss. Lagrange et Laplace out ramene le 
probleme k la resolution d’une equation du septieme degre. Celle que 
M. Gauss a trouvee est du huitieme degre, mais, pent etre reduite, 
comme I’a remarque M. Binet, dans un Memoire que renferme le 
Journal de Vilcole Polytechnique, a I’equation dej'a mentionnee du sep- 
tieme degre. D’ailleurs cette equation, comme I’a reconnu M. Gauss, 
offre quatre ou six racines imaginaires. Ajoutons que les coefRcients 
qu’elle renferme peuvent etre determines, au moins approximative- 
ment, a I’aide de trois observations de la comete. Mais comme, dans 
le cas oil trois racines sont reelles, deux orbites diffm’entes peuvent 
satisfaire a la question, il en resulte que, pour obtenir, dans tous les 
cas, une orbite completement determinee, on doit supposer connues 
au moins quatre observations faites a des epoques voisines, ou plutot 
les quantites dont les valeurs approchees peuvent etre calculees a 
I’aide de ces quatre observations. J’ai cherche, en admettant cette 
supposition, un moyen simple de resoudre le probleme. Les astro- 
nomes apprendront, je I’espere, avec plaisir, qu’on pent, dans tous 
les cas, le reditire a la resolution d’une seule equation du premier 
degre. 

J’ajouterai que, en supposant connues les seules quantites dont la 
determination approximative pent s’effectuer a I’aide de trois obser- 
vations, je ramene le probleme a la resolution d’une seule equation 
du troisieme degre. 

Analtse. 

Prenons pour plan des x, y le plan de I’ecliptique, pour demi-axes 
des X et j positives, les droites menees du centre du Soleil aux pre- 
miers points du Belier et du Cancer, et supposons les s positives 
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aiesurees sur line pcrpendiculaire au plan cic Tecliptique dii cote du 

pole boreal. Soient d’ailleurs 

.r, V, - les coordonnees de la planete on de la comete que Ton consi- 
dere; 

r la distance de cette comete an Soleil; 

X, y les coordonnees de la Terre ; 

/f la distance de la Terre au Soleil; 

CT la longitude heliocentrique de la Terre ; 

a, 0 la longitude et la latitude geocentriques de la comMe ; 

t la distance de la Terre a la comete ; 

p la projection de cette distance sur le plan de recliptique. 

On aura 

(i) « = \ + pcosa, y =:;y -t-p sina, x; — piangd 

et 


(2) x—R COSTS, y = Rshim. 


De plus, en prenant pour unite de masse la masse du Soleil, et pour 
unite de distance la distance moyenne de la Terre au Soleil, on aura 
encore 


(3) 




a: 




: 0 , 


Df 


et 

(4) 



D?y-4- 



9 


Or, des formules (3), jointes aux equations (i) et (4), on tire 
(5) Dip=Ap, J)f p =z £ p, L-.±--Cp, 


les valeurs des coefficients A, B, C etant determinees par le systeme 
des formules 


Cx + [-S — (D/5f)*]cosa — (DfccH- zADtcx) sill a r::r o, 
Cj -h [J?— (Di a)-] siaa 4 - (D|a 4- 2y4 D^a) COSa = o, 
^0 + 2 /I Dt 0 -f- Df 0 = o. 


( 7 ) 
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et la valeiir de 0 etant 

(8) 0 = tang6. 

D’ailleurs on tirera des formules (i) et (2) 

( 9 ) — 27?p C03(« — TS) -r- (l -r- 0-)p^ 

Connaissant le mouvement de la Terre, on connait par suite, a une 
epoque quelconque, les valeurs des quantites x, y, R, n. D’autre part, 
les valeurs des quantites a, 0 et les derivees de ces quantites, dille- 
rentiees par rapport au temps, peuvent se deduire, pour une epoque 
donnec, d’observations faitcs a des epoques voisines, avec une exacti- 
tude d'autant plus grande, que le notnbre des observations est plus 
considerable. On peut y parvenir a I’aide de la formule d’inferpolation 
due a Newton et employee par Laplace, ou mieux encore, a I’aide de 
celles que j’ai donnees dans un Memoire litliographie ii Prague, en 
1837, et reimprime dans le Journal de M. Liouville (' ). 

Les valeurs do 

a, Dia, D|a, d, DfS 

etant connues, les equations (6) et (7) determineront les coetBcients 
A, B, C, et Ton pourra des lors tirer des formules ( 5 ) et (9) les va- 
leurs de 

p, /*, Bip, D|p. 

Si Ton considere on particulier la derniere des equations ( 5 ), il suliira 
d’en eliminer p ou r a I’aide de la formule (9) pour obtenir I’equation 
en r ou p que donnent Lagrange et Laplace, et qui est du septieme 
degre. 

Concevons maintenant qu’a la premiere des equations ( 5 ) on joigne 
sa d6rivee 

D ; p A Y) I p — p J) ( A f 

on en conclura 

( 10 ) J)^p^{A^ + Y),A)p, 

(’) OEwres de Cauchy, S. II, T. It. 
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D’ailleurs, les deux dernieres equations (5) doniient 

hi) D?p-(^R-^3 -Cp^p. 

En egalant Tune a I’autre les deux valeurs precedentes cle D,"p, on 
trouvera 

( 12 ) Cp = B-A^--\>tA-~ 

Telle est I’equation du premier degre qui fournira immediatement la 
valeur de I’inconnue p. 

Pour tirer pratiquement de I’equation (12) la valeur de p, c’est- 
a-dire la distance dmne comete ou d’une planete a la Terre, ou plutot 
la projection de cette distance sur le plan de Tecliptique, il est neces- 
saire de connaitre au moins quatre observations complfetes, afin que 
I’on puisse calculer au moins approximativement les derivees du troi- 
sieme ordre de a. et de 0, contenues dans la valeur de A. 

Au reste, lorsqu’il s’agit d’une comete, et que Torbite est suppos^ee 
parabolique, on peut, des formules (5) et (9) jointes a Tequation des 
forces vives, deduire facilement une equation nouvelle qui, etantseu- 
lement du troisieme degre par rapport a I’inconnue p, ne renferme 
plus les derivees du troisieme ordre Dfa, DfO. On y parviendra, en 
effet, en operant comme il suit. 

Soil a le demi grand axe de Torbite decrite. On aura generalement 

D ailleurs, de 1 equation (i3), jointe aux formules (i) et a la premiere 
des formules (5), on tirera 

04) - = - -f- X + iitp 4- ©p2, 

les valeurs de x, *, a etant 
j A. = (D,x)S-f-(D,y)% 

{i5) < ife = cos« - sinaD,a) D,x 4 - ( A sina + cosa D,y, 
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si 1 orbite decritc se reduit a unc parabolc, on sorip (ju'on ait — — 
I’equation (i 4 ) donnera simplement 

(i6) ^ = -.lo + TJl.p -f- 8p2. 

D’autre part, la derniere des equations ( 5 ), presentee sous la forme 
•’' 7 ) 

et combinee, par voie de multiplication, avec I’equation (9 ), donnera 

~ — ^ yy;j p^ 2.Rp COS ( O', xjy ) -4~ ( I — i— 0" ) p" j , 

Done, eu egard a I’equation (16), on aura 

(18) 2 -+- Cpj 2/?p cos(a — ttjj -r (i-J- 0-)p-] = X + Iitp 4- £p4 

Telle est I’equation du troisieme degre, a I’aide de laquelle on deduira 
facilement la valeur de la distance p des valeurs de a, 6 et de leurs 
derivees dii premier et du second ordre, quand I’astre donne sera une 
comete dont I’orbite sera scnsiblement parabolique. 

II est bon d’observcr que, si, en nommant m la vitesse de la comete, 
on pose 

{19) /•“A, = 

on aura, cu egard aiix formules (9) et (i 5 ), 

( zzz 2/?p COS(a — • zn) -h (l -T- 0”) 

{20) 

I £1 lib p — 1— Sp" j 

et, en vertu de la formule (i 3 ), 

( 21 ) 

' V a 

♦ 

Or, en differentiant la premiere des equations (19) et la formule (21), 
on trouvera 

2rJ)ir — Djii, 

CEavres da C. — S . I, t. X. 


26 
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1 

De eetfe derniere formule, combinee avec I’equation (r7), on tire 

( 23 ) ^ -h Cp'j Df'-'a H- ~ o. 

D’ailleurs, A et Q, seront determinees en fonctions de p par les for- 
mules (20), et, en vertu de ces formules, jointes a la premik’e des 
equations ( 5 ), seront, ainsi que Si et £ 2 , des fonctions en- 

tieres de p, du second degre. Done I’equation (aS) sera du troisieme 
degre en p; et cette equation, qui subsistera, dans le cas memo oii 
I’astre donne cessera d’etre une comete, et ou I’orbite cessera d’etre 
parabolique, pourra etre substituee avec avantage a I’equation (18). 
Ajoutons que I’equation (28), comme I’equation (18), renferme seu- 
lement, avec les angles a, 0, leurs derivees du premier et du second 
ordre, e’est-k-dire des quantites dont les valeurs approcliees peuvent 
etre determinees a I’aide de trois observations. 


et, par suite, 

j 22 ) 


351 . 

Mecaxiqde APPUQCEE. Rapport sur le systime propose par M. de Jooffroy, 

pour les chemins de fer. 

C. R., T. XXIII, p. gii ((6 iiovembre 1846 ). 

Prevenir et diminuer le plus possible les graves accidents qui, trop 
souvent, compromettent la vie des voyageurs sur les chemins de fer, 
tel est surtout le but que M. de Jouffroy s’est propose d’atteindre, a 
i'aide du nouveau syst&me qu’il a presente a I’Academie, et que nous 
avons ete charges d’examiner, Les principales differences qui existent 
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entro ce systeme et ceux qu’on eaiploie le plus generalement sont les 
suivantes. 

Dans les systemes coinrnunenient adoptes, chaque locomotive com- 
prenant la cliaudiere qui renferme la vapeur est portee par quatre ou 
six roues, deux d’entre elles etant les roues motrices qui, a chaque 
coup de piston, executeiit une revolution complete. Chaque wagon est 
porte par quatre roues. Ces diverses roues, munies de rebords de 0'“, o 3 
de hauteur, courent sur deux rails saillants, a surface bombee, en 
tournant avec les essieux. La distance entre les deux rails est d’en- 
viron i“, 5 o. Mais les wagons ct leurs marchepieds debordent de 
chaque cote, de telle sorte que la largeur totale de la voie est d’en- 
viron 3 ‘“. Le centre de gravitc des wagons charges est situe au-dessus 
des essieux, et a plus do i'“, 5 o au-dessus du sol. Enfin la hauteur 
totale de ceux-ci est de 3 '“ environ. 

Dans le systeme do M. de JoufFroy, trois rails sont etablis sur chaque 
voie. Les deux rails lateraux, q^ui supportent les roues des wagons et 
les quatre petites roues de la locomotive, sont ecartes a 2‘“,6o t’un de 
I’autre, et offrent des rebords interieurs dont la saillie estdeo'“,i2. 
Les deux roues motrices de la locomotive sont remplacees par une 
seule roue d’un grand diamMre et a large jante, qui roule sur le troi- 
sieme rail etabli au milieu de la voie, a o'“, 25 au-dessus des rails late- 
raux. Les wagons, portes chacun sur deux roues qui tournent autour 
de leurs fusees, sont reunis deux a deux par une articulation verti- 
cale. En vertu de ces dispositions, les essieux ne tournent pas ct res- 
tent independants I’un de I’autre. La locomotive se compose de deux 
trains, dont le premier, arme de la roue motrice, porte les cylindres, 
tandis que le second porte la chaudiere. Ces deux trains sont unis par 
. une articulation de 0“*, 80 a i"' de hauteur. L’articulation qui unit deux 
wagons est plus longue encore, et sa hauteur est de i“',70. Les couples 
de wagons se rattachent les uns aux autres, et la locomotive se ral- 
tache elle-meme au tender par I’intermediaire de doubles rcssorts 
ar denies. Le diametre des roues des wagons qui, dans les systenies 
adoptes en France, no depassc pas i'“, est augmente et porte a i™, 5 o 
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environ. Le centre de gravite des wagons charges est abaisse presque 
an niveau des essieiix, et leur hauteur est reduite a 2'", a partir de la 
vide. En vertu d’un mecanisme particulier, qui ne gene on rien les 
niouvoments des wagons dans I’etat normal, des freins se trouvent, 
lorsqu'un choc siirvient, appliques et presses fortement entre .les 
jantes des roues des wagons, afin que le convoi s’enraye de lui-meme 
si une circonstance imprevue fait naitre quelque danger. Enfin, un 
autre mecanisme et d’autres freins que dirige le conducteur permet- 
tent a celui-ci, non seulement d’enrayer a volonte la roue motrice et 
le dernier des wagons, mais encore d’isoler immediatement les wagons 
et de les rendre independants les uns des autres. 

Apres avoir mis sous les yeux des Commissaires un petit modele 
propre a donner deja quelque idee du syst'eme que nous venons de 
decrire, M. de Jouffroy s’est determine a le realiser cn grand; et, pour 
en faire mieux ressortir les proprietes, il a, dans cette realisation, 
cherche a reunir les principales dilEcultes que I’on peut avoir a sur- 
monter dans la pratique. Dans un espace fort resserre, il a fait con- 
struire une voie circulaire de 12“, 5o de rayon, sur laquelle sont eta- 
blis les trois rails dont nous avons parle. Le rail central, de forme 
parallelepipedique, a pour section transversale un carre dont le cote 
est de 0'“, i 3 et porte des stries d’environ o’“, oo 5 de profondeur. 
D’ailleurs la voie circulaire offre une rampe dont I’inclinaison est 
de o™,o 3 o par metre. Enfin, pour combattre I’effet de la force cen- 
trifuge, on a eleve le rail exterieur a o’°, 06 au-dessus du niveau du 
rail interieur. 

Quant il la grande roue motrice, elle offre un diametre de 2"’, 20. Sa 
jantc en hois se compose de trente-six pieces, placees dans le sens du 
hois debout, et serrees entre deux joues de metal qui, debordant de 
0“, 10, embrassent le rail du milieu. Les deux trains dans lesquels 
se divise la locomotive pesent chacun Gboo'^^, Ajoutons que des bielles, 
muespar le piston, transmettentleur mouvement de rotation a la roue 
motrice, non pas directement, comme dans les locomotives dont on 
fait g^neralement usage, mais indirectement par I’intermbdiaire d’un 
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arbre horizontal et de deux engrenages gui no fonctionnent jamais 
simultanement. II eii resulte quo, la vitesse du piston restapt la meme, 
la roue motrice peut acquerir deux vi tosses tres distinctes I’line de 
I’autre. Pour la locomotive quo nous avons eue sous les yeux, des deux 
vitesses qui correspondent a un coup de piston par seconde, la plus 
petite serait de 20'’-*“ par heure, et la plus grande de 40'"“’. 

Les Gommiss.aires ont vu fonctionner a plusieurs reprises et soumis 
a differentes epreuves le systeme de M. de Jouffroy. Nous aliens main- 
tenant faire connaitre le resultat de leur examen. 

Les Commissaires pensent que le nouveau systeme, compare a ceux 
qui sont generaleme'nt employes, ofFre une securite beaucoup plus 
grande. Les rebords des rails lateraux s’opposent d’une maniere effi- 
cace au deraillement. La securite est augmentec par la stabilite du 
svsteme a laquelle concourt I’abaissement du centre de gravite des 
wagons. Enfin la securite est encore accrue par I’emploi des divers 
trains et des deux mtmanismes, dont Tun produit, quand un choc sur- 
vient, I’enrayement spontane, tandis que I’autre permet au conduc- 
teur d’isoler les wagons, en les rendant independants les uns des 
autres. 

L’experience realisee sous nos yeux prouve qu’a I’aide du nouveau 
systeme on pourra gravir des pentes de o'“,o 3 o par metre, et de plus 
fortes encore; elle prouve aussi que, en moderantla vitesse, on pourra 
parcourir, avec moins d’inconvenients, des courbes de petit rayon. Les 
facilites que presente a cet egard le nouveau systeme tiennent surtout 
a la liberte quo conservent dans leurs mouvements les roues devenues 
plus independantes les unes des autres. Les dangers que fait naitre la 
force centrifuge se trouvent d'ailleurs diminues par I’abaissement, 
deja mentionne, du centre de gravite des wagons. 

On peut espercr que la faculte de gravir des pentes plus conside- 
rables, et de tournor dans des courbes de petit rayon, permettra d eta- 
blir des chemins de fer dans des pays montagneux,. sans recourir si 
frequemment a la construction de tunnels et de viaducs qui occasion- 
nent d’enormes depenses. 
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L’iiisfallatioii de Ja locomotive est simple et ingenieuse. II semblc, 
ati premier abord, que radhercncc de la grande roue motrice an rail 
central devrait diminuer la vitesse en augmentant le tirage. Toutc- 
Ibis, il importe d'observer que cette adherence est precisement ce qui 
tburnit au sysleme le point d’appui dont il a besoin. C’est pour obtenir 
celte adherence qu’on donne ordinairement aux locomotives un poids 
exorbitant qui devient un inconvenient grave, et qui se trouve nota- 
blement diminue dans le nouveam systeme. Quand cette adherence 
n'est pas suffisante, les locomotives glissent sur les rails, les convois 
s'arretent, et une notable quantite de vapeur se trouve depensee en 
pure perte. D’ailleurs raugmentation du diametre des roues rendra la 
locomotion plus facile. 

Conclusions, 

Le systeme de M. de JoufFroy nous parait olFrir des avantages reels 
sous le rapport de la security des voyageurs. En consequence, il nous 
parait desirable que I’inventeur soit mis a meme d’appliquer ce sys- 
teme a une ligne assez etendue pour que I’experience prononce d’une 
maniere definitive, et montre si, a cote des moyens de. securite que 
nous avons signales, ae se trouveraient pas quelques inconvenients 
que Ton n’aurait pas prevus. 


352 . 

AsTROXOStE. — Memoire sur rappUcation de la nom^elle formule d" inter- 
polation a la determination des orbites que decrivent les corps celestes, 
el sur I introduction directe des longitudes el des latitudes obseivees 
dans les fomiules aslronomiques. 

C. E., T. XXm, p. g j6 (a3 novembre i84C)- 

Dans la derniere seance, Je suis arrive a ce resultat remarquable, 
que le rayon t tnene d’une comete ou d’une planetc a la Terre, a une 
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epoque donnee, peut etre fourni par une equation tres simple du pre- 
mier degre, dont les coefficients, pour I’ordinaire, peuvent etre deter- 
mines, au moins approximativemcnt, a I’aide de quatre observations 
faites a des instants voisins de I’epoque dont il s’agit. Si Ton nomme p 
la projection du rayon t sur le plan de I’ecliptique, et r la distance du 
Soleil a la comete, les trois equations du mouvenient fourniront, outre 
I’equation connue du septieme degre, les valeurs de et de D, p 
exprimees en fonction de p. En diflerentiant D^p, on obliendra une 
seconde valeur de p, et, en egalant cette seconde valeur a la pre- 
miere, puis eliminant D(p, on formera I’equation ci-dessus men- 
tionnee. Si, comme I’indique M. Binet, on completait les equations 
du mouvement en y introduisant les termes qui dependent de faction 
exorcee par les autres planetes sur la comete, fequation trouvee en p 
ne serait plus du premier degre; mais on pourrait, de cette equation 
jointe a celle qu’a donnee M. Binet, deduire une equation du premier 
degre, en faisant disparaitre les radicaux, et recourant ensuite a la 
methode du plus grand commun diviseur. Le rayon p etant connu, 
ainsi que ses derivees du premier et du second ordre, les coordonnees 
de la comete avec leurs derivees relatives au temps, etpar suite tons 
les elements de I’orbite, sont aussi connus. D’ailleurs, on peutarriver 
de diverses manieres a I’equation du premier degre^ meme lorsque 
I’on considere trois corps seulemcnt. On a regarde comme difficile la 
determination des longitude's et latitudes geocentriques et do leurs 
derivees correspondantes a une epoque donnee. Mais cette difficulte 
disparait lorsqu’on applique a cette rechercbe la formule d’interpo- 
lation que j’ai trouvee en i83y. Comme je le montrerai dans un pro- 
chain Memoire, f operation se partage alors en deux autres, dont fune 
dMermine des nombres qui dependent uniquement des epoques des 
observations, tandis que fautre emploie seulement les longitudes et 
les latitudes deduites de ces observations memes. 

II me reste a faire encore une remarque essentielle. La formule que 
j’ai donnee dans la derniere seance suppose les longitudes et les lati- 
tudes geocentriques corrigees chacune de la quantite qui represente 
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Falforratioii. H semble. an premier abord, que ces corrections exigent 
un .‘alcnl approxirnatif preliminaire. Mais on pent rendrc mon equa- 
tion flu premier degre, ou memo toutes les formulos astronomiques, 
imlependantes dc la correction dont il s’agit, et introduire dans ces 
ibrmiiles, aii lieu des longitudes et latitudes geocentriques corri- 
gecs, les longitudes et latitudes geocentriques apparentes, directe- 
iiient tiroes des observations. Ce qui ne pourra raanquer d’interesser 
les astronomes, c’cst la conclusion a laquelle jo parviens, savoir que, 
dans ce cas encore, I’equation obtenue est, par rapport a p, du pre- 
mier degre. 

Analyse. 

Admettons les memos notations que dans le precedent Memoire. 
Apres avoir determine p et Djp a I’aide des equations 

! 2 ) p — 

on determinera ar, y, s a Taide des suivantes : 

j'“x-r-pcosa, J’rrzy-ypsina, :j=r0p. 

En differentiantcos dernieres, on obtiendra les valeurs de D^a:, y, 
DtZ. Si d’ailleurs on nomme aS I’aire decrite, pendant I’unite de 
temps, par le rayon vecteur mene du Soleil a I’astre que I’on con- 
sidere, et ^U, aF, aPFles projections algebriques de cetle airc sur 
les plans coordonnes, on aura 

(.j) f — s D/ r, V=: sBtX — xDtS, Wz=xl>iy — 

(5) S = ^/U^+ M’S- 

et, comme les quantites 

U, V, W 

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formes 
par laperpendiculaire au plan de I’orbite avec les axes, il est clair que 
la seule connaissance de ces quantites, ou plutot de leurs rapports, don- 
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nera immediatement la position du plan de I’orbite. Ajoutons quo la 
distance r de I’astre an Soleil et sa derivee D^r seront determinees 
par Fequation 


( 6 ) 



Cp 


et par sa differentielle. Enfin, si I’on nomme co la vitesse de I’astre, 
a le demi grand axe de I’orbite, et £ I’excentricite, on aura 


(7) 


&)-= (DtxY-h (D,jk)5-4- 


( 8 ) 


I 2 

a r 


(9) 




Disons maintenant quelques mots de la correction que Faberration 
exige dans la determination du rayon p. 

On demontre aisemcnt les deux propositions suivantes : 

TnfiORiME 1. — Le rayon vecteur mene au bout du temps t de la Terre 
au lieu apparent de I’astre que Von considere est sensihlement parallile 
au rayon vecteur qui joignait la Terre au lieu vrai de I’astre, au bout du 
temps t — Lt, dd etant le temps qu’emploie la lumiere pour venir de I’astre 
a la Terre. 


Theor^me II. Le rayon vecteur mend de la Terre au lieu vrai de 
I’astre, au bout du temps t, est sensiblement parallile au rayon vecteur 
qui joindra la Terre au lieu apparent de Vastre, au bout du temps t + A/. 

Cela pose, soil 

(lo) 

la valeur de p fournie par Fequation (i). Soil d’ailleurs fi’Ia partie de 
T)tK que Fon obtient en considerant, dans a et 0 seuls comme fonc- 
tions de t, c’est-k-dire en rejetant seulement les termes que produit la 
differentiation db R, rz et Dfcr. Lorsqu’on assign era aux quantites a, Q 
et a leurs derivbes les valeurs que Fon deduit des observations , on 

OZuvres de C. — S. I, t. X. V 



210 COMPTES REND US DE L’ACADEMIE. 

aura sensiblemcnt, en vertu du tlieoreme II, 


( n") p — K-\-H At. 

Si d’ailleurs on nomme a la vitesse de la lumiere, et %■ la distance de 
la Terre a I’astre que Ton considere, on trouvera 

U2) BAf = t, p = tCOs9; 

par consequent, 

(i3) = 

B HCO&O 

Done la formule (i i) donnera 


et Ton en conclura 


P=^K^ 


P 

BCOSS 




ou, a tres peu pres, 

fi5) 



353 . 

Astrosome. — Note sur lesformules relatives a la determination 
des orbites que decrivenl les corps celestes. 

C. B,, T. XXm. p, 1002 ( 3 o novembre 1846). 

Je me propose, dans un prochain Memoire, de montrer, par des 
applications numeriques, les grands ayantages que presente ma nou- 
velie meOiode pour la determination des orbites des corps celestes. 
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Je me bornerai, pour I’instant, a faire, au sujet des formules que 
j’ai donnees ou indiquees dans les precedentes seances, quelques 
remarques qui ne seront pas sans utilite. 

Projetons, sur le plan de I’ecliptique, le rayon vecteur mcne de la 
Terre a I’astre observe, et nommons p la projection ainsi obtenue. 
Soit d’ailleurs aS I’aire que decrit, dans I’unite de temps, le rayon 
mene du Soleil a I’astre. Soient encore 217 , aF, 2 IF les projections 
akebriques de I’aire aS sur les plans coordonnes, et «) ce que devient 
IF, quand on substitue la Terre a I’astre dont il s’agit. Eu egard a 

I’equation qui fait connaitre la valeur de c’est-a-dire, en d’autres 

termes, la valeur de la derivee logarithmique de p, les rapports des 
constantes 

U, V, IF— tg) 

a la distance p pourront etre imm6diatement exprimes en fonctions 
lineaires de p. Done la valeur de p etant une fois determinee par la 
resolution de I’equation du premier degre a laquelle elle doit satis- 
faire, on connaiti’a les constantes 

U, V, IF 

et, par suite, les rapports de ces constantes, ainsi que la valeur de S. 
D’ailleurs U, V, IF, S etant connus, on connaitra la position du plan 
de I’orbite, le pole boreal de cette orbite etant, sur la sphere celeste, 

le point dont la longitude aura pour tangente le rapport et dont la 

latitude aura pour sinus le rapport Ajoutons que, le demi grand 

axe a de I’orbite etant determine a I’aide de I’equation des forces 
vives, c’est-a-dire a I’aide de la formule (8) de la page 209, on pourra, 
si Ton veut, deduire de la troisieme loi de Kepler, le temps T de la 
revolution, et que le demi petit axe aura pour valeur le rapport du 
produit 57 ’ a la demi-circonference decrite avec le rayon a. Au reste, 
p etant connu, on pent, ainsi qu’on I’a dit, obtenir immediatement la 
valeur de I’excentricite e a I’aide de la formule (9) de la page 209, et 
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alors Ic liemi petit axe se trouvera exprime par le produit a \ji — 
Parlons maintenant de la formiile que nous avons donnee, pour dis- 
penser les astronomes de calculer separement les corrections qu’en- 
traine Taberration de la lumiere. Cette formule, substituee a une 
equation lineaire, dont les coefficients pouvaient se deduire de quatre 
observations Toisines de I’astre propose, semble, au premier abord, 
exiger I’emploi d’une cinquieme observation, attendu qu’elle ren- 
ferme la derivee de la valeur de p fournie par I’equation du premier 
degre, ou plutot la partic de cette derivee qui contient les derivees 
du quatribme ordre de la longitude et de la latitude du nouvel astre, 
Mais on peut eliminer ces derivees du quatrieme ordre, au moyen de 
I’equation qui determine la derivee logaritlimique de p. Done quatre 
observations voisines suffiront pour determiner les valeurs, au moins 
approximatives, des coefficients que renfermera I’equation lineaire en 
p, dans le cas meme oil Ton aura egard a I’aberration de la lumiere. 

Je remarquerai enfin que Ton peut, avec avantage, prendre pour 
equations differentielles du second ordre les equations completes du 
mouvement relatif de I’astre que Ton considere autour du Soleil, et 
decomposer chacune des coordonnees de cet astre en deux parties, 
dont la premiere soit la coordonnee du lieu oil se trouve place I’ob- 
servateur. La distance qui separe I’astre de I’observateur etant pro- 
jet^e sur le plan de I’ecliptique, la projection p ainsi obtenue et ses 
deux derivees D^p, D^p serontles seules inconnues que renfermeront 
les trois Equations du mouvement. Si d’ailleurs, apres avoir tire de 
ces equations les valeurs de p et de D^ p, on egale D^p a la derivee 
de Djp, on parjiendra, en eliminant D^p, a une equation nouvelle 
en p; et celle-ci pourra etre presentee sous une forme telle, qu’elle se 
reduise, dans le cas oil I’on neglige les perturbations et la parallaxe, 
a 1 equation trouvee du premier degre. Or il est clair que cette equa- 
tion nouvelle en p pourra etre, dans tous les cas, utilement employee 
et facilement resolue, attendu que celle de ses racines qui resoudra 
ie. problfeme se confondra sensiblement avec la racine unique de 
r Equation du premier degr6. 
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Analyse. 

§ I. — Sur la determination da plan de I’orbite. 

En conservant les notations adoptees dans les precMents Memoires, 
prenons toujours pour plan des x, y le plan de I’ecliptique, pour demi- 
axes des a? et j positives, les droites menees du centre du Soleil aux 
premiers points du Belier et du Cancer, et supposons encore les g posi- 
tives mesurees sur une perpendiculaire au plan de I’ecliptique du cote 
du pole boreal. Soient, d’ailleurs, 

x,y, z les coordonnees de Fastre que Ton cousidere; 

r la distance de cet astre au Soleil; 

a, 0 la longitude et la latitude geocentriques de Fastre; 

X, la distance de cet astre a la Terre; 

p la projection de cette distance sur le plan de Fecliptique; 

X, y les coordonnees de la Terre; 

R la distance de la Terre au Soleil; 
to la longitude lieliocentrique de la Terre. 

En posant, pour abreger, 0 = tangO, on trouVera 

(1) ^ = X -t- p cosoe, _y = y + psina, a = 0 p 
et 

( 2 ) X=:/?COSt!T, y=:/?sin7!5. 

De plus, les equations du mouvement de Fastre que Fon considere 
donneront 

(3) D.P = ^P, D?p + ;^='5p, 

A, B, C etant trois fonctions de x, y, a, Df a, D^a, 0, D^©, D® 0, deter- 
minees par les formules ( 6 ) et ( 7 ) de la page 198 . Enfln, la premiere 
des formules (3) entrainera la suivante 

D|p = (o4^ + D,^)p, 


(4) 
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(‘t de cetfe derniere, jointe aux formules (3), on tirera 

r5j Cp=B — A — BiA — 

Soient maintenant 25 I’aire que decrit, dans Tunite de temps, le 
rayon vecteur r, et 2 U, 2 V, 2 W les projections algebriques de cette 
aire 2 S sur les plans coordonnes. Soit encore xg) ce que devient W 
quand on substitue la Terre a I’astre dont il s’agit. On aura 

(6) = — jDi j, V=sJ)iX — xBtz, W—xBty — yDio;; 

(7) rS) = xDty-yDtx; 

et, conxme les quantites 

U, V, W 

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formes 
par une perpendiculaire au plan de I’orbite cberchee avec les demi- 
axes des coordonnees positives, il est clair que la connaissance de ces 
quantites, ou plutot deleurs rapports, donnera la position de ce meme 
plan. D’ailleurs, en vertu des formules (i), jointes a Tequation 

(8) . I),p = Ap, 

les coordonnees a;, et meme leurs derivees Dccc, Bey, se 
trouveront immediatement exprimees en fonctions lineaires de p. 
Done, en vertu des formules (6), jointes aux equations (t) et (8), 
les quantites U, V, W seront exprimees par des fonctions de p, 
entiferes et du second degre. Mais, dans cea fonctions, les parties 
independantes de p se reduiront evidemment aux valeurs qu’ac- 
quierent les seconds membres des formules (6), quand on y pose 
x = x, y = j, z = o, e’est-k-dire a 

o, O, Xgl. 

Done, en vertu des formules (6), jointes aux equations (i) et (8). 
les quantlMs 


V, V, fV-W 
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seroiit des fonctions de p, entieres et du second degre, qui s’eva- 
nouiront avec p; en sorte que les rapports 

U V TV— 

y , 

P P P 

se reduiront a des fonctions lineaires de p. On trouvera effectivemeut 

I — — yDi 0 — 0(Diy — A v) + p(siD (xT)i& — Q cosaD, a), 

P 

V 

— = — xD; 0 -H 0(D^x — ^x) — p(cosaDj0 0 sin a 1)^ a), 

P 

~ (xD^a 4- D^y — ^y) cosa -4- (yDi ix — D/X -h ^4x) siria -h 

P 

De ces dernieres formules, jointes a I’equation ( 5 ), on deduira imme- 
diatement les valeurs de U, V, W, et Ton pourra ensuite obtenir la 
valeur de S a Taide de la fornaule 

(ro) S = \/U^+ WK 

D’autre part, si Ton nomme 

X et £ 

la longitude et la latitude heliocentriques du pole boreal de I’orbite 
decrite par I’astre que Ton considere, on aura 

U V . TV . 

(ii) cos%cos£, ^ — sin^cost, ^ = sini, 

par consequent 

V 

(*2) tangj^ — j 


et il est clair que, les valeurs U, V, W, S etant connues, on tirera 
immddiatement la valeur de de la formule (12), puis la valeur de i 
de Tune quelconque des formules (n). Ajoutons que les formules (9) 
et (12) donneront 

xDi@ — 0(D/X — ^x) + p(cosaD,0 4-©sinaD(a) 
tid) tangx — — ^ p(sinaD«0 — @cosaD,«)‘ 
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On pourrait, au reste, arriver encore a la valeur de tangy , que four- 
nira I’equation (i 3 ), a I’aide d’line autre methode que nous allons 
indiquer. 

II sufBt d’ajouter entre elles les formules (9), respectivement mul- 
tipliees par les facteurs 

cos a, since, 0, 

pour eliminer a la fois de ces formules les quantites D^x, D^y et A. On 
trouve ainsi 

(iii) i/cosa 4 - Fsina 4 -(IP— ■'S>)0=Ap, 

la valeur de A etant 


(15) A = (xcosa -t-ysina)0Dia — (x since — ycosoe)Di0 
ou, ce qui revient au meme, 

(16) A=:R[0cos(ce — 5j)Dtcc — sin(oc — 5 t)Dj 0]. 

D'ailleurs, en differentiant deux fois de suite Fequation (i4), et ayant 
egard aux formules (4), (8), on trouvera 


/ UBt cosa-H VDt since -}- ( IF--- 0 = (A A -t-D{ A)p, 

(17) j cosa 4- FD| sinex -+- (IF — ’®')D|0 

( =(A*A 4 -ADiA 4 - 2 ADiA 4 -D|A)p. 

Or il est elair que les formules (i 4 ). (17) sulRront pour determiner 
les rapports mutuels des quatre quantites 

V, r, IF- eg), p; 

il y a plus : en posant, pour abreger, 


(18) 


A_^ casa_ sina 


on tire de la formule (i4) 

C 19 ) ’ t/p4- Fv4-IF-T®i=7p. 
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D’autre part, en differontiant Tequatiou fip '), on troiivera 
(90) r'D(V = {A}.-i-D//.)p 

oil, ce qui revicnt an memo, 

(ai) 

Cela pose, I’equation 
donnera evidemmcnt 


t7L)^fx -i- T'Df V 
A/. -4- /. 
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(aa ) 


t/J)f p. -I- FI);v _ ) 

6'J)rp -t- FI),y ~ ylA + 


ou, ce qui revient au meme. 


D|p + tangxD,-v _ ^ 


puis on en conclura 


( a4 1 lan-v ^ + D/ ?• ) t)? F - ^ + Rf >■ 1 D. p 

(v" 17;-1-D^A)D^V -f- 2 .4 J)/A -p a] IJ, V 

Or les formules (i3) et ( 24 ) se confondent Tune avec I’autre, lors- 
qu’on substitue, dans la premiere, la valeur de p tiree de la for- 
miiile (5), et dans la seconde, les valeurs de A, p., v, tirees des for- 
mules (i5) et ( 18 ), en ayant d’ailleurs egard aux deux equations 


(aa) J3|x-f-~_o, D|y-t-^ — o. 

11 est bon d’observer que, si Ton elimine p entre la formule (i4) et 
la premiere des equations ( 17 ), on trouvera 

/ t/[D, cosa — (A( -f- Dj lA) cosa] 

( 26 ) ’ -p F[D, since -(^-)-D,lA)sina] 

( +[Di@ — (yl -pD,IA)0](ir-«O = o- 

Cette equation lineaire, entre les constantes U, V, W—t}P, est Tune 

aSuvres de C. — S. I, t. X. 28 
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ii«‘ celies fju’a obtenues Miclial (iwr page 973) ('). D’ailleurs, 
dans eette meme equation, Ics coeiBcients de U, V, W renferment les 
quanlifes 

i:, U,y., Dfa; 0, D,0, ])|0, 

doiif les valeiirs peuvent etre determinees, au moiiis approximative- 
ineuf, a I’aide de trois observations voisines. Enfm, il est clair quo 
deux equations de la forme (26), construites a I’aide de deux series 
d’observations, siiffiront pour determiner les rapports mutuels des 
trois constantes 

u, r, 

tne troisieme equation de la meme forme, construite a I’aide d’une 
troisieme serie d’observations, et jointe aux deux premieres equa- 
tions, no pourrait servir qu’a controler celles-ci, et non a determiner 
les valeurs des trois constantes, commc a paru le croire M. Michal 
97 ^) (',)• Ajnutons quc, si la seconde serie d’observations se 
rapprocbe indpfmiment de la premiere, les rapports des trois con- 
stantes 

U, V, W- 

se trouveront determines par I’equation (26) jointe a sa derivee ou, 
cfi qui revient au meme, par les deux formules que I’on tire des equa- 
tions (17), en y substituant la valeur de p fournie par I’equation (i4). 
Done alors on obtiendra, pour valeur du rapport 

V 

-Q = langx, 

celle que donnent simudtanement les formules (i3) et (24), 

§ ~ correction qu’exige V aberration de la lumiere. 

Soient toujours /• la distance de la Terre a I’astre observe, et p la 
projection de cette distance sur le plan de I’ecliptique. Soit, de plus, 

P=.K 

€ompm rmdm, T. XXIII; i846. 
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la valeur de p fournie par Tequation (5) du § I; A’pourra etre consi- 
dere commo line fonction des seules quantiles variables 

B, rn, 

a, I), a, Dfa, Bfa; 9, D,5, DJS, 

dont les trois premieres sc rapportent au mouvement de la Terre, 
et les autrcs au mouvement de I’astre observe. De plus, comme la 
valeur A' de p devra verifier I’equation 

D(p=:.4p, 

on aura identiquement 
(■>.) 

Enfin, il est clair que, dans la derivee A', on pourra dislinguer deux 
parties, dont Tune G, relative au mouvement de la Terre et produite 
par la variation des quantites 

B, iST, 

renfermera deux derivees nouvelles 

tandis que Tautre partie H, relative au mouvement de I’astre observe, 
sera produite par la variation des quantites 

a, D«a, D?a, Dj'a; B, I)|e, l)?e, 

et renfermera deux derivees nouvelles, savoir 

Dta, 

Ajoutons que, de laformulc ( 2 ), combinee avec I’equation identique 

(3) J)iK-G + H, 

on tirera immediatement 

(4) G + H-AK. 

Ces principes etant admis, examinons attentivement la nature de la 
correction qu’exige I’aberration de la lumiere. D’apres ce qui a ete dit 
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(Ians la seance precedente, on pourra inti’odiiire immecliatement dans 
le calciil les valeurs de a, D,a 0 , D/J, . tirees des observa- 

tions, si a I’equation (i ) on substitue la suivante 


8 COS0 

a etant la vitessc de la lumiere. Or, au premier abord, la determina- 
tion approximative de la quantite E qui renferme D^'a et D^'O, sem- 
blerait exiger cinq observations de I’astre, faites a des epoqiies voi- 
sines Tune de Tautre, e’est-a-dire une observation de plus que la 
determination approximative de K. Mais, il importe de le remarquer, 
on peut siibstituer dans la formule ( 5 ) la valeur de H tiree de I’equa- 
tion ( 4 K ef I’on trouve alors 


(6) 


ou a tres peu pres 

^ 7 ) 


_ K 

8 COS0 


o— K 


AK~G \ 

8COS0 / 


Or, dans le second membre de la formule (6) ou (7), les seules quan- 
tites variables qui se rapportent au mouvement de I’astre observe sont 
cedes qui etaient deja renfermees dans la valeur de K, savoir 


a, D,a, D|«, D?a; 6, D^d, D|0, Bfd, 

cest-a-dire des quantites dont les valeurs approchees peuvent se 

dMuire de quatre observations faites a des instants voisins Tun de 
Tautre. 


V, ni. Sur la determination de I’orbite que decrit an astre autour da 
Soled, dans le cos ou I’ on dent compte des actions perturbatrices, et de 
Imposition que I'observateur occupe sur la surface de la Terre. 

Le centre du Soleil etant pris pour origine des coordonnees, etle 
p an de I eeliptique pour plan des x, y, nommons toujours x, y, z lea 
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coordonnees de I’astrc observe. Soient, de plus, X, Y, Z les projec- 
tions algebriques de la force acceleratrice qui sollicite cet astro dans 
son mouvement relatif autour du Soleil. Les equations de ce mouvo- . 
ment seront 

1 1 ) Dj .r jT= o, — o. 

Soient d’ailleurs, au bout du temps i, 

X- la distance de I’observateur a I’astre que Ton considere; 
p la projection de cette distance sur le plan de Tecliptique; 
a, 0 la longitude et la latitude de I’astre, mesurees par rapport au lieu 
qu’occupe Tobservateur ; enfin 
X, y, z les coordonnees de ce meme lieu. 

On aura 

(2) ^ ~ X -f- 1 . cosa COS0, r = y ■+■ t sinoc cosS, :; = zH-tsin5, 

(3) p=.-t.cos9 

et, par suite, 

(4) d? = X -h p cos a, _y = y-l-psina, - = z-t-0p, 

la valeur de 0 etant 

(5) 0 flange. 

D’autre part, si Ton prend pour unite la masse du Soleil, et si 1 on 
nomme r la distance du Soleil a I’astre observe, on aura, non seule- 
ment 

( 6 ) 


mais encore 
(7) 



z- 


+ %, 


g", & etant des fonctions de t et de p, qui seront de 1 ordre des 
forces perturbatrices. Cela pose, en nommant R la distance de la 
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TeiTP au Soleil, on tirera cles ^nations (i), jointes aux formulcs (4) 
f»t ( 7 !. 

lhP = Ap, 


les valcurs ties coefficients A, B, G etant determinees par lo systemo 
lies formulcs 


^ C’x-r-[i? — (D(3c)-]cosa — (D^ a -h 2^ D; 5( ) sin a ■+- 41 =o, 

(0 1 ■ 

I Cy [i9 ~ ( Dj a)-] sin a 4 - (D| a -H 2 ^D; 0 £) cosa -f- r= o, 
fio) ^0 ■+- 2 4 Di© H- 1)|0 4- aii — o, 

et les valeurs de 4 ;, SR., at, etant 

a:- 4 - 1)| jf 
<= — 

?T4-Dfy4-|j 

an. = 

p 

~ iL. 

P 

Ajoutons que Ton tirera dcs formules (8 ) 

('2) Gp=:B -A=~D,A~ 

bi, en reduisSnt a zero les forces perturbatrices, on faisait coin- 
cider le point dont les coordonnees sont designees par x, y, z avec 
le centre de la Terre, on aurait 



^ A^ = 0, 5-:3r0, 


o; 


I)?z + 


z 




et, par suite, 

* *45 ^-o, 3ru = o, 3 b ~o. 


Done alors les valeurs des coefficients A, B, C, fournies par les equa- 
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fions ( 9 ), deviendraient independantes de p, et la valeur de p se trou- 
verait immediatement donnee par I’equation { 12 ), c'est-ii-dire par uno 
equation du premier degre. 

Dans le cas general oil les conditions (r3) cessent d’etre veritiees, 
les trois sommes 


sont des fonctions connues de t \ mais 


.X-, -J, .e, ait, at 

se reduisent a des fonctions connues de t et de p. Done, en passant du 
cas particulier, 0114^, ait, at s’evanbuissent, au cas general, on verra 
les coefficients 

A, B, C, 


qui etaient d’abord independants de p, acquerir de tres petits accrois- 
sements qui seront representes par des fonctions determinees de t et 
de p. Ajoutons que, eu egard a la premiere des formules ( 8 ), I’ac- 
croissement tres petit de Dfd pourra lui-meme etre exprime en fonc- 
tion de t et de I’inconnue p. Cela pose, il est clair que, dans Je cas 
general, on pourra determiner encore I’inconnue p a I’aide de la for- 
mule (12), qui, sans etre alors du premier degre par rapport a p, 
offrira, du moins, une racine tres peu dilferente d’une valeur de p 
fournie par une equation lineaire. D’ailleurs, cette racine etant com- 
mune a la formule (12) et a la derniere des formules ( 8 ), on pour- 
rait la deduiro de ces formules en faisant disparaitre les radicaux, et 
recourant ensuite a la methode du plus grand commun diviseur. 

11 est bon de remarquer que, dans le cas ou I’astre observe est une 
comete, et ou Ton tient compte d’une seule force perturbatrice, savoir 
de Taction exercee sur cette comete par la Terre, les valeurs de 3 C., 


0 ", % sont sensiblement proportionnelles a Done alors les trois rap- 
ports y, y — seront sensiblement proportionnels a yj et, en negli- 


geant les quantites comparables au carre de la force perturbatrice, on 
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vt*rra la tbrniule (12 i se reduire a line equation en p du quatrieme 
deqrr. 

Nou:; avons, dans ce qui precede, fait abstraction des corrections 
qn’exige I’aberration de la lumiere, et la formule (12) suppose que 
les valeurs de a et de 0 ont subi chacune la correction due a cette 
cause. 31 ais il suffira d’appliquer a I’equation (12) les principes eta- 
blis dans le precedent Memoire, pour la transformer en une equa- 
tion nouvelle dans laquelle on pourra substituer immediatement les 
valeurs de a, 9 , D^oc, D^O, ... tirees des observations. 

Nous ferons ici une derniere remarque, relative auxformules (i 8 ') 
et (2.3) des pages 201 et 202. La premiere de ces deux formules ren- 
ferme seulcment, avec les angles a et 9 , leurs derivees du premier et 
du second ordre, c’est-a-dire des quantites dont les valeurs appro- 
chees peuvent etre deterniinees a I’aide de trois observations. Si Ton 
veut que la formule (' 23 ) de la page 202 jouisse de la memo propriete, 
il faudra eliminer de cette formule, a I’aide de I’equation (12), la 
derivec Dj A renfermee dans la valeur D^O. Mais alors on obtiendra 
une equation p qui sera identique. Done la formule (28) de la 
page 202 n’est autre chose qu’une equation du troisibme degre, 
dont le premier membre est exactement divisible par 

P-/1, 

A' etant la valeur de p que fournit I’equation (12) de la page 200. 


354 . 

Axalvse MATHanvTiQCE. — A"ote sur quelqiies proprietes des facleurs 

complexes. 

C. R., T. XXIV, p. 347 (8 mars 1847). 

Dans le Memoire que renferme le dernier numero des Comptes rendus, 
M. Lame a etabli diverses propriette de certains facteurs complexes. 
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Ces faeteurs, dont je me suis occiipe moi-meme a diverses epoqiies, 
ne sont, comme Ton sait, autre chose que des fonctions entih’es de 
Tune quelconque r des racines iniaginaires de reqiiation binome 

/•"=: I, 

I’exposant n et les coefficients des diverses puissances de r dans chaque 
function etant des nombres entiers. Un facteur complexo u, qui, mul- 
tiplie par un autre e, donne pour produit un nomhre entier N, ou 
ineme un nouveau facteur complexe w, est appele dwiseiir de N ou 
de w. II resulte, en particulier, des principes exposes par M. Lame, 
que si, n etant un nombre premier et A, B deux quantites entieres, 
on nomme 

M„, M., M„ 

les n faeteurs connus de A"+B", representes par des fonctions 
lineaires de A et de B, savoir 

A + B, A/’ + B, A/-*h-B, Ar«-‘-!-B, 

ces faeteurs seront toiis divisibles par tout diviseur complexe qui 
diviserait deux d’entre eux. 

Si Ton se propose, avec M. Lame, d’appliquef ce principe a la 
demonstration du dernier tbeoreme de Fermat, on pourra se borner 
a considerer le cas oil, A et B etant premiers entre eux, le rap- 

A « ^ 3^ 1 * 1 

port -p-jg ■ est premier a A-i-B; et, dans ce cas, pour demontrer 

la proposition etablie par M. Lame, il suffira de faire voir que h, k 
etant deux quelconques des nombres entiers 1,2, 3 , . . . , n — r , tout 
facteur commun de M^, M* divisera necessairement Mo. Or cette der- 
niere proposition peut etre demontree tres aisement de la mani^re 
suivante. 

Pour verifier I’equation 
(i) Ma A- M* c = Mo, 

il suffit de poser 


OMuvres de C, — S. 1, t. X. 
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par consequent 




li — /' 


I — 


I — /- 


k-ii ’ 


— A' , 


pz 3 = r 


__ jJi-lc 


on, ee qiii revient aii meme. 


j.k-^nos 


( 2 ) 


I — /' 




p = /- 


I 

I - ’ 


etant un nombre entior quelconque. Or, en choisissant cc nombre 
rnfier de maniere a rendre h + nx divisible par la valeur numerique 
de k — h, on obtiendra evideminent pour m et des facteurs com- 
plexes. Cela pose, il resultera immediatement de la formule (i) que 
tout diviseur complexe de et de divisera Mo- II y a plus : le 
produit 

Ml Ms . . . M„_ , _ 

etant, par hypotliese, premier a A-t-B, les facteurs M^j, seront 
necessairement premiers entre eux, c’est-a-dire qu’ils ne pourront 
avoir d’autres diviseurs communs que les diviseurs complexes de 
I’linife. 


355 . 

Physique jlvtheslatiqoe. — Memoire sur les momements des systimes 

de moUcules. 

C. R., T. XXIV, p. 348 (8 mars 1847). 

Dans mes anciens et nouveaux Exercices, j’ai donne les equations 
(1 equilibre et de mouvement d’un systeme de points materiels solli- 
cites par des forces d’attraction et de repulsion mutuelle, ou meme 
de deux semblables systemes qui se penfetrent mutuellement; et, 
aprfes avoir specialement considere le cas ou les mouvements sont 
iufiuimeut pefcits, j’ai montre ce que devenaient alors les equations 
elles acqueraient une forme independante de la 
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direction des axes coordonnes. J’ai ainsi obtenu des equations gene- 
rales et tres remarquables, qui represententles mouvements isotropes 
d’un on de deux systemes d’atomes ou points materiels. J’ai, de plus, 
dans un Memoire presente a I’Academie le 4 novembre iSSq, etendu 
a un nombre quelconque de systemes d’atomes les formules generales 
que j’avais precedemment etablies, et j’ai obtenu, de cette maniere, 
les equations propres a representer les mouvements vibratoires aiiisi 
que les mouvements atomiques des corps cristallises, dans lesquels je 
considerais chaque molecule comme composee d’atomes de diverses 
especes, qui, soumis eux-memes a diverses forces d’attraction ou de 
repulsion mutuelle, pouvaient s’approcher ou s’eloigner les uns des 
autres en faisant varier la forme de la molecule. Toutefois, quand on 
se propose d’etudier, d’une part, les mouvements generaux de trans- 
lation et de rotation des molecules, d’autre part, leurs changements 
de foi’me ou, en d’autres termes, les mouvements atomiques, il peut 
etre utile de transformer les equations que je viens de rappeler, en 
prenant pour inconnues trois especes de variables qui sent propres a 
exprimer ces trois especes de mouvement. Tel est I’objet que je me 
suis specialement propose dans mes nouvelles recherches. Des neuf 
inconnues que mes equations renferment, trois representent les depla- 
cements du centre de gravite d’une molecule, mesures parallfelement 
aux axes coordonnes; trois autres deter minent les directions des plans 
mobiles et rectangulaires auxquels il faudrait rapporter le mouvement 
pour que la vitesse de rotation moyenne et apparente de la molecule 
se reduisit constamment a zero; enfin les trois dernieres determinent 
les deplacements de chaque atome mesures parallelement aux direc- 
tions des axes suivant lesquelles se coupent ces plans mobiles. D ail- 
leurs, de ces neuf Inconnues, les six premiferes peuvent etre regardees 
comme fonctions de quatre variables independantes qui representent 
le temps et les coordonn6es du centre de gravite d’une molecule. Les 
trois dernieres inconnues dependent en outre des trois coordonnees 
qui determinent la position qu’occupe, dans cette molecule, 1 atome 
que Ton considere. 
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Les ncuf equations du mouvement, propros a determiner les neiif 
inconnues que nous venons de mentionner, sonf aux differences 
melees. Ces equations renferment, avec les derivees des inconnues 
prises par rapport au temps, les accroissements qu’acquierent les 
inconnues, lorsqn’on passe d’un atome a un autre, on d’une mole- 
cule a une autre, et se partagent en trois groupes correspondants 
aux trois especes d’inconnues, de telle sorte que les trois equations 
apparfenant ii un meme groupe renferment les derivees d’une seule 
espece d’inconnues, prises par rapport au temps. 

Les six premieres equations qui renferment les derivees cles six 
premieres inconnues a I’aide desquelles s’expriment les mouvemeiits 
generaux de translation et de rotation des molecules sont celles que 
nous appellerons les equations da mouvement moleculaire. Les trois 
autres, qui renferment les derivees des inconnues propros a repre- 
senter les deplacements des atomes dans les diverses molecules, 
seront nommees les equations du mouvement atomique. 

Au reste, il est juste de le reconnaiU’e, on peut deduire directe- 
rnent les six equations du mouvement moleculaire de celles a I’aide 
desquelles M. Coriolis a represente, dans le XV® Cahier du Journal 
de I'Ecole Poly technique , le mouvement d’un corps coiisidere comrne 
un systeme de points materiels. II suffira, pour operer cettc deduc- 
tion, de substituer a un corps envisage comme un systeme de points 
materiels une molecule consideree comme un systeme d’atomes, et 
de substituer pareillement aux forces qui representeraient les actions 
pxercees par d’autres corps les forces qui expriment les actions exer- 
cees par d’autres molecules. 

Le cas oil les divers atomes sont uniquement sollicites par des forces 
d’attraction ou de repulsion inutuelle merite une attention speciale. 
Deja Lagrange avait observe que, dans un systeme de points materiels 
qui s’attirent ou se repoussent, les composantes de la force totale appli- 
qute It ebaque point peuvent etre representees par les trois derivees 
partielles d’une seule fonction, relatives aux trois coordonnees de ce 
point; etM. Ostrogradsky a montre le parti que Ton peut tirer de cettc 
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observation, lorsque Ton consiclere, non plus un nombre fini, mais iin 
nombre indefini de points materiels. Or je troiive que, dans le memo 
cas, les equations du mouvement moleculaire peuventetre reduites a 
line forme tres digne de remarque, et que les seconds membres de ces 
equations peuvenl etrc expriines symboliquement a Taide d’une seule 
fonction qui renferme, avec la distance des centres de gravite de deux 
molecules, des leltres symboliques a I’aide desquelles s’indiquent des 
differentiations effectuees par rapport aux trois variables qui repre- 
sentent les projections de cette distance sur les axes coordonnes. 

Si les distances qui separent les molecules les unesdes aulres sonf 
supposees tres grandes par rapport aux dimensions de chacunc d’ellcs ; 
si d’ailleurs les actions mutuelles des atomes decroissent tres rapide- 
ment quand la distance augmente; si enfin chaque atome est en equi- 
libre a I’instant oil le mouvement commence, ee mouvement pourra 
etre tel, que cliaque molecule conserve une forme sensiblement inva- 
riable. Alors, les mouvements atomiques venant a disparaitre, on aura 
seulement a s’occuper des six equations qui exprimeront les mouve- 
ments de translation et de rotation de chaque molecule, etqui, comme 
I’a observe M. Savary, dans la seance du 4 novembre iSSg, pourront 
etre facilement deduites des principes de la Mecanique rationnelle. 
On se tronvera ainsi ramene, par exemple, aux formulcs que J’ai pre- 
sentees a I’Academie le 5 decembre 1842, ou bien encore a cedes qu’a 
donnees M. Laurent dans son beau Memoire sur les mouvements inti- 
niment petits d’un systerae de spliero'ides. 

II importe d’observer que la fonction symbolique renferraee dans 
les six equations du mouvement d’une molecule est le produit de trois 
facteurs. De ces trois facteurs, le dernier depend uniquement de la 
distance comprise entre le centre de gravite de cette molecule et le 
centre de gravite d’une autre molecule; il est done fonction des ac- 
croissements que prennent les coordonnees du premier centre de gra- 
vite quand on passe de ce premier centre au second. Quant a chacun 
des deux autres facteurs, il renferme trois lettres caracteristiques qui 
indiquent la formation de derivees prises par rapport a ces accroisse- 
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mt'iits, avec les (juantites variables qui expriment les differences entre 
les eoordonnees des atomes dont se compose line molecule et les coor- 
donnees de son centre de gravite. 

II pent arriver que I’un de ces deux facteurs, par exemple eelui qui 
correspond ii la molecule dont on determine le mouvement, soit, an 
premier instant, une fonction isotrope des variables qu’il renferme, 
c’est-a-dire une fonction dont la valeur soit independante des direc- 
tions assignees aux trois axes coordonnes , supposes rectangulaires. 
Alors, si toutes les molecules sont de memo forme, le second facteur, 
c’est-a-dire le facteur correspondant a une autre molecule, sera lui- 
meme, au premier instant, une fonction isotrope des variables qu’il 
renferme, et les mouvements moleculaires pourront se reduire a des 
mouvements de translation des centres de gravite des molecules, les 
rotations etant reduites a zero. Par suite aussi, les equations du mou- 
vement seront de la forme de celles qu’on aurait obtenues en redui- 
sant les molecules a des points materiels. Ainsi se trouve generalise 
un theoreme que j’avais etabli dans le Memoire du 5 decembre 1842, 
et que j’ai rappele dans la seance du 27 mai 1844 (poir le Compte rendu 
de cette derniere seance, page 970) ('). 

Dans raes nouvelles recherches, j’ai specialement considere le cas 
oil les mouvements de rotation deviennent infiniment petits. Dans ce 
cas, les trois inconnues correspondantes au mouvement rotatoire 
d’une molecule peuvent etre reduites aux angles infiniment petits qui 
representent les rotations moyennes de la molecule autour des axes 
coordonnes. 

Dans un autre article, je developperai, a I’aide du calcul, les conse- 
quences des principes que je viens d’ exposer et des formules qui s’en 
deduisent. 


OEuvret de Cauchy, S. I, T. VlDf, p. 220. 
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356 . 

Theorie dEvS sombres. — Memoire stir les racines des equations algehriques 
d coefficients entiers, et sur les poly names radicaux. 

G. R., T. XXIV, p. 407 (i 5 mars 1847)- 

En rechercliant les proprietes que possWentles racines d’equations 
algehriques a coefficients entiers, je me suis trouve conduit a divers 
resultats qui m’ont paru dignes de remarque, et que je vais indiquer 
en peu de mots. 

§ I. — Sur les equations algehriques a coefficients entiers. 

Soit une fonction entiere de x du degre m, en sorte qu’on ait 
rs{x) =a^-i- rtiiSH-. . .+ a„,x’“. 

Si les valeurs numeriques des coefficients 

<2o, • • • ) 

se reduisent a des nombres entiers, I’equation 

(0 ^{ x )=:0 

• -5 

sera ce que j’appellerai une equation algebrique a coefficients entiers. 
Si 

(2) i{x)=o 

represente une. seconde equation de meme espfece, qui ait des racines 
communes avec la premiere, il suffira de chercher le plus grand com- 
mun diviseur algebrique entre les deux polynomes ®(a;), x{oc), puis 
d’egaler ce plus grand commun diviseur a zero, pour obtenir une troi- 
sieme equation 

(3) Tss{a:) = o, 

qui offrira toutes les racines communes aux deux premieres. Cette 
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Imisienie equation sera elle-meme a coefficients entiers, si, avant 
liVffecfuer cliacune des divisions partielles que reclame la recliereh(> 
dll plus grand commun diviseur, on a eu soin de multiplier chaque 
dividende par un facteur entier, convenablement choisi. En conse- 
quence, on peut enoncer la proposition siiivante : 

TiiEORfeME I. — Si deux equations algebriques et d coefficients entiers 
ojfrent des racines communes, celles-ci sont, en mime temps, les racines 
d une troisiime equation algebrique et a coefficients entiers. 

CoroHairel. — En vertu des relations qui existeront entre les divi- 
dendes et diviseurs partiels et les restes correspondants, le premier 
membre de la formule (3) sera evidemmentlie aux premiers membres 
des formules (i) et (2), par une ^nation de la forme 

(4) T!j(x) = «.p(a;) — ('xt-r), 

u, V ^tant deux fonctions entieres de a; a coefficients entiers. Si Ton 
nomme m le degre de ©(a;), n le degre de et v le degre de xs{x), 

les degres de « et de e seront respectivement — v — i etw — v — i. 
IVailleurs, lorsque u{x') sera connu, les valeurs dc u et de e pourront 
se determiner directement a I’aide d’une methode semblable a celle 
que j’ai donnee dans les Exercices de Mathematiques, t. I, p. i6o ('). 

Corollaire II. — Si, des deux equations donnees, celle qui est de 
degre moindre offre des racines etrangeres a I’autre, la troisieme equa- 
tion sera necessairement d’un degre inferieur aux degres des deux 
premieres. 

Corollaire III. Si, des deux equations donnees, la seconde n’offrc 
pas de racines etrangferes a la premiere, sera divisible algebri- 
quement par 7 (ir), et Ton aura 

(5) • 

e designant une nouvelle fonction entiere et a coefficients entiers, et k 

(‘) OEuerei rfe Ceuichy, S. II, T. Yt, p. 202. 
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une quantite constante. Si, dans le diviseur x(®)> puissance la plus 
elevee de x a pour coefficient 1 unite, alors le coefficient k pourra etre 
reduit a I’unite, puisque la division algebrique fournira immMiate- 
ment pour le quotient ' une fonction entiere de a; a coefficients 
entiers. Done alors la formule (5) pourra etre reduite a 

(6) — 

Une equation algebrique et a coefficients entiers sera irreductible, 
s’il n’est pas possible de former une autre equation algebrique, de 
degre moindre et a coefficients entiers, qui ait avec elles des racines 
communes. Nous supposerons d’ailleurs generalement que, dans notre 
equation irreductible, les divers coefficients, reduits a leurs moindres 
valeurs numeriques, n’offrent pas de diviseur qui leur soit commun a 
tous. Cela pose, le4lieoz’eme I entrainera evidemment les propositions 
suivantes : 

TntiORbME II. — Une equation algebrique et a coefficients entiers n’est 
point irreductible, lorsque, parmi ses racines, quelques-unes seulement 
verifient une autre equation algebrique et a coefficients entiers. 

TheorSme III. — Supposons que, X etant une fonction entiere de x, d 
coefficients entiers, V equation 

X — o 

soit irreductible. Si une seule racine x de cette equation vdrifie une autre 
equation algebrique et a coefficients entiers 

lf{x)z=.Q, 

alors la fonction 9 (a?) sera divisible algehriquemenl par la fonction X. 

Done, si dans cette dernifefe le coefficient de la plus haute puis- 
sance de X se reduit a I’unite, on aura 

(p(a;)=X9(^eb 

<{;(a 7 ) designant encore une fonction entibre de x a coefficients en- 
tiers. 


OEu^res de C. — S. 1 , t. X. 


So 
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Les theoremes II et III fournissent le moyen de decomposer en 
equations algebriques irreductibles une equation binome de la forme 

( 7 ) x’^-i = o, 

n etant un nombre entier quelconque. On peut ainsi, par exemple, 
etablir les propositions suivantes. 

Theoreme IV. — n etant un nombre entier quelconque, superieur a a, 
nommons m le nombre des termes de la suite 

I, 2 , 3, n — i, 

qui sont premiers a n. Soit, de plus, 

(8) X = o 

V equation algebrique et a coefficients entiers qui a pour premier terme cc”‘, 
pour dernier terme I’ unite, et pour racines les dioerses racines primitives 
de r equation bindme 

( 9 ) X’^ — l — O. 

V equation (8) sera toujours irreductible. 

TheorAme V. — Les mimes choses etant posies que dans le theorime 
precedent, nommons o (a?) une fonction entiere de x a coefficients entiers. 
Si une seule racine de Liquation (8) virifie la condition 

, . ?(^) = o, 

on aura, quel que soa x, 

o(a;)=X4-(a;), 

Y(^) desigruint encore une fonction entiere de x d coefficients entiers. 


§ 11. — Siir les palyndmes complexes ou radicaux. 

Soit p une racine primitive de I’^quation binome 

(0 X’'—l = 0, 

n 6taat un nombre entier quelconque. Une fonction entiere f(p) de 
eette racine pourra toujours etre rdduite a la forme 

9(p) = «o+aiP + ajp*-t-...4-a^,p»-i^ 
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et representera ce qu’on nomnae quelquefois un nombre complexe. 
Mais ici le mot nombre parait detourne de sa signification naturelle. 
Afin d’eviter cet inconvenient, nous donnerons simplement a la fonc- 
tion 9 (p) determinee par la formule ( 2 ) le nom de polyndme complexe, 
ou, mieux encore, de polyndme radical, pour rappeler I’origine d’un 
tel polyndme dont les divers termes sont proportionnels aux diverses 
puissances d’une meme expression radicale, savoir d’une racine 
de I’unite. 

Soit maintenant m le nombre des termes qui, dans la suite 
I, 2 , 3, n — \, 

sont premiers a m. Soit encore 

(3) X = o 

I’equation reciproque et irreductible qui a pour premier terme a;'", et 
pour racines les diverses racines primitives de I’equation (i). Toute 
function entiere <p(in) de la variable x se reduira, pour a? = p, au reste 
qu’on obtient en divisant cette function parX; et, comme ce reste sera 
seulement de degre m — \, il est clair que tout polyndme radical ©(p) 
sera reductible a une fonction entiere du degre m—\, c’est-a-dire a la 
forme 

(4) ffl(p) + - • --l-aOT-iP™-'- 

Lorsqu’un polyndme radical aura ete ramene a cette forme, nous le 
dirons reduit a sa plus simple expression. Si les coefficients des diverses 
puissances de x sont entiers avant la reduction, ils le seront encore 
apres. Dans ce qui suit, nous considererons seulement des polyndmes 
radicaux, a coefficients entiers, et nous les supposerons reduits a 
leurs plus simples expressions. Lorsqu’un polyndme radical 9(p). 
multiplie par un autre x(p)> produira un troisieme f(p), nous 
dirons que celui-ci a pour facteur le polyndme (pCp). par lequel il pent 
etre divise. Gela posd, un polyndme radical f(p) ou f(p) aura evi- 
demment pour facteur entier tout nombre entier qui divisera tous les 
coefficients a la fois. De plus, un facteur sera lineaire, s’il est de la 
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forme ffe -t- p; du second degre, s’il est de la forme a^-ha, p-ha^p'^^; 
ct ainsi de suite. 

Ces definitions etant admises, on deduit immMiatement des prin- 
eipes efalilis dans le § I les propositions suivantes. 

TflEORfiME I. — p etant une des racines primitives de I’dquation (i), et 
f(p) un polynome radical a coefficients entiers, si ce polyndme est de- 
composable en deux facteurs de mime forme 'p(p)rX(p), en sorte qu’on 
ait 

f(p) = ?(p)x(p)> 

on aura encore, pour une valeur quelconque reelle ou imaginaire de la 
variable x, 

(6) f(.r) = !p(a:)x(a;) +Xd^(ar), 

designant une nouvelle fonction entiire de x a, coefficients entiers. 

THEORtME 11. — p etant une racine primitive de V equation {\'),et^un 
nombre entier quelconque, si OT> se decompose en deux facteurs radicaux 
?(?)’ X(p) « coefficients entiers, en sorte qu'on ait 

( 7 ) , 

on aura encore, pour une valeur quelconque reelle ou imaginaire de la ' 
variable x, 

= -f. X(|;(.a;), 

'\>{x) designant une nouvelle fonction entiere de x d coefficients entiers. 

iHEORtaiE III. - p itant une racine primitive de V equation (i), si le 

nombre entier ^ admet un facteur radical lineaire, cest-a-dire de la 
forme 

4- p, 

on aura, pour unc valeur quelconque reelle ou imaginaire de la va- 
riable x, 


( 9 ) 


ai=(ao+«,.r)):(a:)-t-A:X, 



EXTRAIT N“ 356. 237 

-fix') designant une fonction entiere de x, du degre m — i, d coeffi- 
cients entiers, et It un coefficient constant dont la valeur numerique soil 
entiere. 

J 

Dans la recherche des diviseurs radicaux d’un nombre entier donne 
3b, on pent toujours supposer que le diyiseur radical cherche, et meme 
le quotient du nomhre OT, par ce diyiseur, n’offrent pas de facteurs 
entiers. En effet, si, dans I’equation (7), on supposait 

9 (p) = C(pi(p) 

ou 

x(p) = cxi(p), 

?i(p) Xi(p) un polynome radical a coefficients entiers, 

c deyrait diviser 3 C., et I’equation (7) pourrait etre remplacee par la 
suiyante 

— = 9 i(p)z(p). ou -=9(p)Xi(p). 

en vertu de laquelle ©, (p) ou (p(p) serait diyiseur de 

On pourra done toujours supposer, dans le theoreme III, que cha- 
cun des facteurs radicaux «„ + a,p, j(^(p) n’offre pas de diviseurs 
entiers. Alors les coefficients a^, seront premiers entre eux, et par 
suite, comme il est aise de le voir, chacun d’eux sera premier a n. 
Alors aussi, en nommant p un diyiseur premier de sz, on tirera de la 
formule (9) 

(10) («»+ x(a;) - 4 - ^X = o (mod.jo), 

quelle que soit la valeur attribuee a X. La formule (10) se reduirait a 

(11) {a„-h aia;)x{x)=o {mod.p), 

si p divisait k. Mais, comme dans cette hypoth^se r§quation (ii), 
dont le degre est m, deyrait offrir p racines distinctes, il est clair que 
p deyrait etre inferieur ou tout au plus egal a m. 

Lorsque, et a, etant premiers entre eux, le binome radical 
«o+«ip sera diyiseur de X; si d’ailleurs at, n’a pour facteurs premiers 
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ijUf des nombres superieurs hm, il sufTu’a de choisir cc de maniere a 
verifier la condition 

(is) tto-i-aix^o (mod. 3t.), 

pour que la formule (lo) entraine la suivante 

(13) X = o (mod. Sti) 
et, a plus forte raison, la suivante : 

(14) = i (mod. 

Mais, d’autre part, si Ton nomme N I’indicateur maximum correspon- 
dant au nombre entier tout nombre a; premier a SfZ verifiera la con- 
dition 

(>5) = i (mod. 5b). 

Enfin, si m designe le plus grand commun diviseur de N et de n, les 
formules (i4)i (i5) entraineront la suivante 

('6) j;“si (mod. 3b), 

et, dans cette derniere, co ne pourra se reduire a I’unite. Car, si a 
I’equation (i3) on joignaitla condition 

x: = i (mod. 3b), 

X devrait se reduire a I’unite, ou bien encore au nombre n, si 7i etait 
un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre. En conse- 
quence, on pourra enoncer generalement la proposition suivante : 

iHEORiME IV. — ra, X ^tant deuce entiers quelconques, nommons m le 
nombre des entiers premiers an, et^ Vindicateur maximum correspon- 
dant au nombre x. Supposons d’ailleurs que le nombre SD, ait pourfacteurs 
des nombres supeneurs an, oumimed n{, - ly sinesl une puissance 

d'un nombre premier c. Pour que le nombre x admette un dimeur 
radkal linecdre et de la forme 
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( 7 „, G, elant premiers entre eux, il sera necessaire que « e/ N offrent un 
commun diviseur superieur a V unite. 

Corollairel. — Si tz est un nombre premier, alors, en vcrtu du Iheo- 
reme precedent, N devra etre divisible par n. 

Corollaire II. — Si 3L et n sent deux nombres premiers, on aura 

N = X — I ; 

et par suite, pour que x admette un diviseur radical lineaire de la 
forme p, il sera necessaire que Oo soit de la forme 4a: + i. 

Considerons maintenant d’une maniere speciale le cas ou n est un 
nombre premier. Alors on aura 

Alors aussi la formule (i3) offrira m racines distinctes; et, si m. est 
decomposable en deux facteurs radicaux 

Go+ffllP, X(P)> 

dont I’un soit lineaire, et dont aucun n’admette de diviseur entier, 
les m racines de I’equation (i3) devront satisfaire a la formule (i i), 
dont le degre est m, et Tune d’elles k la formule ( 12 ). Dans un pro- 
chain article, nous appliquerons ce principe, et les principes analo- 
gues auxquels conduiraient les formules (6) et (8), a la decomposi- 
tion des nombres entiers en facteurs radicaux, ou meme despolynomes 
radicaux en polynomes de meme espece. 


357 . 

Physique mathMatique. — Mdmoire sur le mouvement d’un systeme de 
moldcules dont chacune est consideree comme form.ee par la reunion de 
plusieurs atomes ou points materiels. 

C. R., T. XXIV, p. 4i4 mars 1847 ). 


Simple enonce. 
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Theorie des sombres. — Memoire sur de nouvelles formules relatives a 
la theorie des polyndmes radicaux, et sur le dernier thiorime de 
Fermat. 

C. R., T. XXIV, p. 469 (22 mars 1847). 

Preliminaire. 

Le mode de demonstration, propose par Fun de nos confreres pour 
le dernier theoreme de Fermat, dans un Memoire presente a la seance 
du 1 " mars, exigerait, comme I’a remarque M. Liouville, que Ton 
aablit d’abord, pour les polyndmes appeles complexes, des proposi- 
tions analogues a cedes sur lesquelles repose, en Aritbmetique, la 
decomposition d’un nombre en facteurs premiers. Une seconde dilB- 
culte se tire de la consideration des expressions imaginaires designees 
par Zi dans le Memoire dont il s’agit : car ces expressions etant, comme 
Fa remarque encore M. Liouville, des diviseurs de Funite, on ne sau- 
rait dire que leurs puissances ne peuvent diviser certains polyndmes 
complexes, ni que, pour ce motif, la formule (i i) de la page 3i5 (’) 
soit irreductible. D’un autre cote, Fauteur d’une Note inseree dans le 
Compte rendu la derniere seance s’est propose de faire voir que le 
principe fundamental sur la decomposition d’un nombre en facteurs 
premiers, ainsi que la metbode d’Euclide pour la recherche du plus 
grand commun diviseur, sont entierement applicables aux polyndmes 
complexes; et, pour le prouver, il a commence par reproduire, a peu 
de chose pres, Fanalyse dont M. Dirichlet a fait usage dans un beau 
Memoire sur les formes quadratiques. A la verite, Fauteur de la Note 
a reconnu que les memes principes s’appliquent aux polyndmes com- 
plexes qui renferment les racines cubiques de Funite ; mais une objec- 
tion s dteve centre le passage ou il assure qu’oii pent aisement dtendre 
le mdme mode de demonstration aux nombres complexes de forme 

C‘) Campm rendus, T. XXIV; 1847. 
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2 il 

plus compliquee qui dependent des racines de I’equation binome 

I, 

n etant un nombre entier quelconque. En cffet, suivant la Note citee, 
pour operer cette extension, il sufflrait de prouver qiie le produit d’un 
polynome donne par les polynomes semblables qu’on obtient en sub- 
stituant successivement Tune a I’autre les diverses racines imasi- 

c? 

naires de I’equation binome est un nombre toujours inferieiir a 
I’unite, lorsque, dans le polynome donne, cliaque coefficient est com- 
pris entre zero et Tunite. Or il est aise de voir que cette derniere pro- 
position ne saurait etre admise, meme dans le cas tres simple oil Ton 
prend 72 = 7. En elFet, si Ton nomme p une racine primitive de I’equa- 
tion binome 

I, 

on aura, comme Ton sait, 

p -I- p® -1- -t- p* -I- p® -4- p“ = — I , 

p — p3 -t- p= — p« -+- p* — p* = ± 7^ i/ZTi , 

et, par suite, le module de cliacune des sommes 

p-hp‘-t-p‘, p’-f-p“-(-p® 

sera reduit au module commun des deux expressions imaginaires 

— — I — 7^ \/— I 

, j 

2 2 

c’est-a-dire a sji. Done le produit des deux sommes sera egal au 
nombre 2,-ce dont il est d’ailleurs facile de s’assurer directement; et 
si Ton designe par f(p) Tune des deux sommes, par exemple le tri- 
nome complexe 

P -hp^-i-p*, 

le produit de ce trinome par les trinomes semblables qu’on obtiendra 
en substituant successivement a la racine p les autres termes vde la 
suite 

. p. p^ pS pb pb p“ 

sera egal au nombre 8, notablement superieur a I’unit^. Ajoutons que 

OEtivresde C.— ‘ 3l 
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CP produit sera encore'tres pen different du nombre 8, et par suite 
snperieur a I’unite, si, dans le trinome 

ap + §p^ -h yp-'% 

on attribue aux coefficients a, 6 , y des valeurs positives inferieures a 
runite, mais qui en different tres pcu. Generalement, si, n etant un 
nombre premier de la forme 4w 4-1, on nomme r une racine primi- 
tive de I’equivalence 

= i (mod. «), 

les deux polynomes 

p -4 p’''--h p''"-!- . . . 4- p''"“’, 
p'‘4-p'-’4-p’'’4-. . .4- p''""= 

auront pour module commun I’expression 

H- 1 

pt le produit de tous les polynomes semblables qu’on obtiendra en 
suhstituant successivement a la racine p ses diverses puissances d’un 
degre inferieur a 71 sera 

n-l 

n + i\ * 

■ 4 ; • 

Le merae produit serait reduit a 



SI, dans les polynomes donnes, chaque coefficient etait reduit a i, et 
alors ce produit surpasserait I’unite pour toute valeur du nombre pre- 
mier 71 , egale ou superieure a 17. 

On voit, par ce qui precede, que la theorie generale des nombres 
ampleies est encore i etablir. J« vais eseayer de poser ici les prin- 
cipes ftmdamentaax de cette theorie; je chercherai ensuite a en de- 
duiro le dernier theoreme de Fermat. 
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_ Considerations generates siir les polynomes radicaux. 
Proprietes dU^erses de ces polynomes. 


Soit p Line racine primitive de I’equation binome 


n et-ant un entier quelconquc; nommons m le iiombre des ternies (jui 
sent premiers a n, dans la suite 


1 f Sj « . . j n I J 

et designons par 

I, a, by c, h 


ces memes termes. Les diverses racines primitives de I’equation (i) 
seront 


P» P“> P*> 


P 


et si Ton pose 
( 2 ) 
alors 


A — {x — p) (vT - P“) - . . - p*), 


(3) X = o 

sera une equation a coefficients entiers, ii’reductible et du degre m. Si 
d’ailleurs on pose 

(4) f(p) = « 4- 6p -t-yp^H-- • • + ‘op"“L 

les coefficients a, 6,y,...,ri etamt reels, f(p) sera pofyndme com- 
piexe ou radical qui, etant a saplus simple expression, prendra la 

forme 

(5) f(p) = « -H 6p H- yp' -+-•••+ 

et le produit de ce polynome par les polynomes semblables qu on 
obtient en substituant succeSsivement a la racine p les autres termes 
de la suite , 

p. p“, p*j • • • ’ P 
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spra uaefonetion entiere des seals coelFicients a, S, y, .... Ce produit, 
compose de facteurs qui se dMuisent les uns des autres suivant une 
Ini dcterminee, peut etre appele factoriel tout aussi bien que les facto- 
rielies aritlimetiques et geometriques dont j’ai parle dans d’aufres 
.Memoires (Tome XVII des Comptes rendus, page ('). Nous lui 
donnerons effectivement le nom de factorielle complexe ou radicale. Si 
on le represente par 0, on aura 

(6) 0 = f(p)f(p«)f(p")...f(p^‘). 

D’ailleurs la factorielle 0 devra etre soigneusement distinguee des 
modules de ses divers facteurs consideres comme expressions imagi- 
naires. Si Ton represente ces modules par 

^ hi • • • ? Oij 

et les arguments correspondants par les angles 


on aura 

(7) 

et 


Py Pay Pby • • •? Phi 


f(p) = /-eev'-‘, f{p“)=i ;-a 


(8) 0 = rr„ r* . . . 

les angles p, p„, disparaissant dans la valeur de 0, attendii que 

les racines 

p, p“, p*, p* 

de 1 equation (3) seront imaginaires et conjuguees deux a deux. Pour 
ce meme motif, les modules 


^ 1 by • • • > ^ fi 

seront eux-memes egaux deux a deux; et I’on aura, en tenant compte 
seuleinent des modules correspondants a la moitie des racines, savoir, 

(») mwrei de Cauchj, S. I, T. VIU, p. 65. 
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aux racines non conjuguees, 


(9) 0 = /.V|r2..., 

chaqiie module etant determine par une equation de la forme 

(‘O) rr=f(p)f(p-l). 

Si I’on suppose la valeur du polynome f(p) donnee par la for- 
mule (4), et si Ton attribue aux coefficients des valeurs a, g, - r 
finies, la factorielle 0 sera une function de ces coefficients qui ne va- 
riera pas quand on les fera tous croitre ou decroitre simultanement 
d’un nombre quelconque I, puisqu’on aura toujours, en prenant pour p 
une racine primitive de I’equation (r), 


Done alors la factorielle 0 conservera une valeur finie pour des valeurs 
infiniment grandes de I, c est-ii-dire pour un accroissement inflniinent 
grand attribue aux divers coefficients. Mais il n’en sera plus generale- 
ment de meme, si Ton attribue des accroissements infiniment grands 
a quelques coefficients seulement. 11 y a plus : si I’on suppose le poly- 
nome f(p) reduit a sa plus simple expression et ramene a la forme (5), 
il arrivera souvent que la factorielle 0 deviendra infiniepour des va- 
leurs infinies quelconques des divers coefficients. Ainsi, en particu- 
lier, si 1 on prend /z = 3, en sorte que p designs une racine primitive 
de I’equation binome 


alors, en posant 
on trouvera 


f(p) =3 a 8p -j- oy -I- yp-, 


et par suite la factorielle 0 conservera une valeur finie quand on 
attribuera simultanement aux trois coefficients a, 6, y un meme ac- 
croissement fini ou infini. Mais elle deviendra toujours inflnie, si Ton 
fait croitre indefiniment deux coefficients a, S, ou I’un des deux seu- 
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lenient. II y a plus : si le polynome f(p) est suppose reduit a sa plus 
simple expression, on aura y = o, et la valeur de reduite a 


0=:a®4-S'— aS = 


{a — §)- -h oc.^ 

j 

2 


deviendra toujours infinie pour des valeurs infinies des deux coeffi- 
cients ou de I’un des deux seulement. 

11 importe d’observer que, en vertu de la formule (6), la facto- 
rielle 0 est une fonction synaetrique des racines primitives de I’equa- 
tion (i). Done, si Ton nomme q la somme des Z*™®® puissances de ces 
racines, e’est-a-dire si Ton pose 

(la) ?/ = p' -1- 4- p*'' -1- • . . -h 

I efant un nombre entier quelconque, 0 sera une fonction entiere, non 
seulement des coefficients a, S, y, . . . , mais encore des sommes 


S2> v • • > • 

Done, si les coefficients a,€, y, ... offrent des valeurs entieres, la fac- 
torielle 0 se reduira simplement a un nombre entier. 

Parmi les valeurs nouvelles que peut prendre 0, lorsqu’on y fait 

varier les coefficients a, y on doit remarquer celles qii’on 

obtient quand on fait croitre ou decroitre un ou plusieurs coefficients 
de quantites entieres, et specialement celles qu’on obtient quand on 
fait croitre ou decroitre un seul coefficient de I’unite. Concevons, 
pour plus de commodite, que Ton designe par ©a, ou 0g, ou 0^, ..., 
ce que devient 0 quand on fait croitre a, ou S, ou y, ... de I’unite. On 
aura evidemment 

(i3) ©« = [! + f(p)] [I -r- f(p“)] . . . [I + f(p'‘)] ; 

et comme, en vertu de la formule (i3), les facteurs de ©„ seront deux 
a deux conjugues, et de la forme 

la formule ( 1 3 ) donn e 

i'iy — 2CCOS^4-r*).(l— 2raGOS/>a-l-r2)..., 
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le nonibrc des facteurs du second membre etant egal a On troii- 
vera pareillemenl 

(i.5) = [p + f(p)] [p“+ f(p“)] . . . [p''-+- f(p'‘)] 

ou, ce qui revient an meme, 

(16) @g=:[l + p-‘f(p)] [H-p-«f(p“)]. ..[f + p-*f{pA)]. 

D’ailleurs, une racine primitive p de I’equation (i) sera de la Idrme 

(17) p — 

tj etant un arc reel que Ton pourra, si Ton vent, supposer determine 
par la simple formule 

( 18 ) ■ 5T— — ■ 

n 

Cela pose, I’equation (16) donnera 

(19) 0g= [t 4- 2 7-COS(/) — scr) 4 - 7 - 2 ] [n- 2 ra cos (Pa— «ot) 4- 7',|] 

On trouve, de la meme maniere, 

(20) @Y= [ 14 - 27- cos(p> — 2CT) 4 - r“] [ 14 - 2raC0S(/?a— 2acj) 4-7-2]. . ‘ ..., 

et ainsi de suite. Par consequent, si Ton attribue a f(p) la forme gene- 
rale que presente la formule ( 5 ), les divers termes de la suite 

(21) 0a, 0^* 

ne seront autre chose que les diverses valeurs que prendra I’expres- 
sion 

(22) i(!= [l 4 - 2 7- cos (77 — to) 4 - 7-^] [l 4 - 2ra cos{/7 — am) 4- T-^] . . ., 

lorsqu’on y substituera successivement, a la place de co, les divers 
termes de la progression arithm^tique 

(23) o, in, 2TS, 3rar, ..., (7i — i)w. 

Observons d’ailleurs que, en vertu de la formule (r8), si Ton porte, a 
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jtartir d’une meme origine, sur la circonference du cercle dont le 
rayon est I’linite, les arcs representes par les divers termes de la pro- 
gression (23), les extremites de ces arcs seront les sommets d’un po- 
Ivgone regulier inscrit au cercle, et qui offrira n cotes. 

Soient maintenant 

(^4) ®-a) 0— g, 0-Y, 0_T| 

les valeurs que prend la factorielle 0, quand on y fait croitre de Tunite, 
non plus les quantites a, ou 6, ou y, . . . , mais les qiiantites ~ a, ou 

- ou - Y Les termes de la suite (24) representeront encore 

les valeurs que prendra successivement 0, si Ton y fait decroitre a, 
ou o, ou Y. • . ■ de la quantile — i; et, en raisonnant comme ci-dessus, 
on prouvera que, pour obtenir ces divers termes, il suffit d’attribuer 
successivement a co les valeurs 

O, 2TIT, Stu, (n — 

non plus dans le produit Q determine par Tequation (22), mais dans 
le produit Q,, determine par la formule 

( 20 ) [i — 2rcos(/7 — w) /-S] [i _ 2/-aC0s(/) — aw) -h rl] .... 

II existe un moyen facile d’obtenir dans tous les cas une limite egale 
ou superieure a la factorielle 0. En effet, posons, pour abreger, 

(26) R ^ + 

\m 

OU, ce qui revient au meme, 

( 27 ) R - Up) f(p-) h- f(p° ) ftp-^^) -j-. . ■ + fro/M frn-M 

^ ” ’ 

R sera la moyenne arithmetique entre les nombres representes par les 
produifs 

(a8) f(p)f(p-'). f(p«)f(p-«), ..., f(p*)f(p-A). 

D’autre part, on tirera de la formule (6), en y remplagant p par p-, 

0 = f(p~‘)f(p-“)f(p-*)...f(p-A)^ 
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et par suite on aura 

(3o) 0-=f(p) f(p-’) f(p'^) f(p-“). . . f(p*) ftp-"). 

Done lamoycnnegeometriqueentro lesproduits ( 28 ) seralaraciiiem‘‘‘'"® 

2 

de 0' ou 0"'. Mais la moyenne geometrique entre plusieurs nombres est 
toujours ou egale, ou inferieure a la moyenne arithmetique entre les 
memes nombres. On aura done 


et 

(3i) 


R, 


0 


Si, pour fixer les idees, on suppose que n soil un nombre premier 
impair, on aura 


m—n — t , 


et la formule ( 27 ) donnera 
(32) R = a2+62H-y’--+-... 

Done alors, en posant, pour abreger, 


oc6 4 - «Y + ■ ■ . 4 - 6y 4- . . . 

n — I 


(33) 

on aura simplement 

(34) 


s — oc -1- 6 — y . . . , 
^2 = + 6" 4 - y^ 4- . . . , 






2 (n — i) ’ 
par consequent la formule (3i) donnera 

(35) ' 

“L 2(/l — I) J 

et, a plus forte raison, 

(36) 05 

- \/l 1 


Si chacun des coefficients a, S, y, ... dffre une valeur numerique 

32 


OKuvres de C. — S. I, t. X. 
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inferieure a Tunife, si d’ailleurs v], comme on pent toujours le sup- 
poser, so reduit a zero, on aura 

S^^/l — I, 

et la Ibrmule (36) donnera 

(3;) 0<n~. 

La meme formule donnerait 

n — 1 

(38) ® = ' ’ 

si, y] etant nul, on attribuait aux divers coefficients a, y, ... des 
valeurs numeriques comprises entre les limites o et 

Le cas on, dans le polynome f(p), les coefficients a, S, y, . . . , rj so 
reduisent, aux signes pres, a des noinbres entiers, merite une attention 
speciale. Lorsqu’un polynome f(p) a coefficients entiers est le produit 
de deux autres polynomes de meme espece <p(p), x(p)> chacun de ces 
derniers est appele diviseur du polynome f(p); et, comme I’equation 

f(p) = <p(p) x(p) 

entraine la suivante 

f(p') = 9(pOz(pO, 

quelle que soit la valeur du nombre entier /, il est clair que, si ®(p) 
est diviseur de f(p), !p(pO sera diviseur de f(p‘'). Si f(p) se reduit a 
un nombre entier on aura encore 

et, par suite, on peutaffirmer que, si un polynome radical f(p) a. coef- 
ficients entiers est diviseur de le polynome <p(p^) sera pareillement 
diviseur de quel que soit /. 

Observons encore que, en vertu de I’equation identique 

g„_ 

qui sttlisiste pour une valeur quelconque du nombre entier et impair n. 
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le rapport 

a" 4- S'* 
a. o 

representera la factorielle correspondante a chacun des hinomes radi- 
cal! x 

a 4- op, a + Sp\ a4-6p'*-‘. 

Done tout binome radical de la forme 

a H- 

sera un diviseur de ce rapport, quelle que soit la valeur entiere de /. 
Or, comme on reduit lo rapport dont il s’agit a I’unite, quand on pose 

a zn 6 ~ I, 

et au nombre n, quand on pose 

a zzr — 6 “ t , 

nous pouvons affirmer que tout binome radical de la forn),e 

I -1- p' 

est un diviseur de I’unite, ct tout binome radical de la forme 

I — p', 

un diviseur du nombre entier n. 

Remarquons encore, avant de terminer ce paragraphe, qu-e, dans 
le cas oil les coefficients a, y, ... sont entiers, on peut de la for- 
mule (6) deduire le quadruple de la factorielle ©,■ sous une forme 
semblable a celles sous lesquelles nous avons presente, dans un pre- 
cedent Memoire, des entiers dont chacun est le quadruple d’une puis- 
sance d’un nombre premier. Ainsi, par exemple, n etant un nombre 
premier, si Ton nomme rune racine primitive de t’equivalence 

(Sg) (mocl.n), 

I’equation (6) donnera 
(4o) 


0 = F(p)F(.p''), 
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la valeur dt* F(p) etanl de la forme 

Ftp) =; It -1- b(p -H . . + p'""') 4- p'”-h . . . + p'"*-'), 

et tt, b, c elant dcs coefficients qui seront eiitiers on memo temps quo 
a, 6", Y Par suite, si I’on pose 

( 4 > t P — — p''’ 4- ■ • • — 

ct 

(4®) A = 2a — b — r, B = b — r, 

on aura 

(43) 4® = A--B*AA 
Commc on aura d’ailleurs 

(44) A*= (—!)“«, 

Pequation ( 43 ) donnera 

At — l 

(4'5) . 40 = A'-‘-(— I) 2 

On aura done 

(46) 40 = A*-/tBS 
si n est de la forme 4^-+- 1 , et 

( 47 ) 4©=:A*4-/iB% 
si n est de la forme 4f +- 3. 

A I aide des formules precedentes, il est facile de prouver que, si 
n est de la forme 4 ^“f“ 3 , I 6tant positif, (9 ne pourra sc reduire a 
I’unite sans que cette reduction entraine la condition B = o. En effet, 
lorsque 0 se reduit a I’unite, la formule (47) donne 

(48) /iB’=:4 — A^. 

Or, n ^tant, par liypotliese, un nombre premier de la forme 4 ^ + 3 , 
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on nc pourra verifier 1 equation (48) qu’en supposant, ou 

(49) A=:l, rt — 3 

on 

(50) A = 2 , B=ro. 

On pourrait demander encore sous quelles conditions la factorielle © 
peut se reduire au nombre premier n suppose de la forme 4/4- 3. Or. 
si cette reduction a lieu, la formule (47) donnera 

«(4 — B2) = A’-. 

Done alors A sera de la forme nC, C etant choisi de raaniere a verifier 
I’equation 

4 — B= — «C-; 

et par consequent, si A ne s’evanouit pas avec C, il faudra que Ton ait 
«z=:3, B=i, C = i, A = 3. 

Done 0 ne pourra se reduire a a moins que Ton n’ait A = o 
ou n = 3. 

Le polynome f(p), determine par I’equation (4), renferme gene- 
ralement n termes. Gonsiderons m^fintenant le cas 011, plusieurs des 
coefficients venant a s’evanouir, le nombre des termes est reduit a /. 
Si chacun des coefficients restants offre une valeur numerique infe- 
rieure a { on aura 

. I 
"“=4’ 

et la formule (36) donnera 


n — 1 



En vertu de cette derniere formule, 0 sera inferieur a I’unite, si I’on 
suppose 1 = 2 ., n etant superieur a I’unite, ou /==3, n etant supe- 
rieur a 3. 



3ai. CO-AIPTES RENDUS I)E L’ACADEMIE. 

On verra, dans un autre article, les avantages que presente, pour . 
la solution des deux problemes precedemment indiques, I’emploi do 
qnelques-unes des formules que nous venons d’etablir. 


359 . 

TiiSorie des xombres. — Memoire sur de nomelles formules relatives a la 
theorie des polyndmes radicaux, et sur le dernier thdorime de Fermat 
Tsuite). 

C. R., T. XXIV, p. 5 i 6 (29 mars 1847). 

Lorsqu’on veut faire servir a la demonstration du dernier tbeoreme 
de Fermat la consideration des polyndmes complexes, on a deux pro- 
blemes distincts a resoudre. D’abord, comme Fa fort bien remarque 
M. Liouville, on doit faire voir qu’un produit de polyndmes complexes 
ne peut etre decompose en facteurs premiers que d’une seule maniere ; 
puis, en supposant ce principe etabli, on doit en ddduire le theorfeme 
dc Fermat. Les observations de M. Liouville et celles que j’ai insdrees 
raoi-merae dans le Compte rendu de la derniere seance prouvent la 
necessite d’attaquer ces deux problemes. Je commencerai par m’oc- 
cuper du premier. Apres quelques recberches, je suis parvenu a le 
ramener a une question de maximum, ainsi qu’on le verra dans le 
paragrapbe suivant. 


§ II. — Sur la decomposition d‘un polyndme radical en deux parties, 
dont I’ une corresponde d une factorielle plus petite que V unite. 

Supposons que, p etant une racine primitive de I’equation bindme 

(l) 


on pose 
(4) 

CC, 6 , y. 


f(p) = <x + Sp-+-yp^-i-.. .-hvp'‘~’, 
vj dtant des coefficients rdels. Si ces coefficients s’eva- 
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nouissent tous, a I’exception du premier, le polynome radical f(p) 
sera reduit a une quantite reelle a, et la factorielle correspoiidante 
au mtoe polynome sera representee par m etant le nombre des 
entiers inferieurs a n, et premiers a n. Alors aussi le polynome f(p), 
reduit a la quantite reelle a, pourra etre decompose en deux parties, 
dont la premiere soit entiere, et dont la seconde corresponde a un 
module compris entre les limites o, i, par cons^uent a une tacto- 
rielle inferieure a I’unite. II y a plus : en augmentant ou diminuant 
de 1 unite, s it est necessaire, la premiere partie, on pourra toujours 
faire en sorte que le module de la seconde partie devienne inferieur 
a et la factorielle correspondante a —■ Voyons maintenant s’il sera 

possible d’arriver a des resultats du meme genre, dans le cas oil les 
coefficients S,y, ... cessent de s’evanouir tous a la fois, et si, dans co 
cas encore, le polynome f(p) pourra etre decompose en deux parties, 
dont la premiere soit un autre polynome a coefEcients entiers, mais 
tellement choisis que la factorielle correspondante a la seconde partie 
devienne inferieure a I’unite. 

Soient 

r, a, b, ..., h 

les entiers inferieurs et premiers a n. Posons, comme dans le § 1, 

f(p) = re^’v'-i, f(p“) = ..., 

r, r^, ... etant les modules deS polynomes f(p), f(p“) 

Enfin, soit 


(3) 


0 — F(«, 6, y, ...,7)) — rr-a . . . r,,=z r^rl . . . 


la factorielle relative au polynome radical f(p), et concevons que, 
dans la formule (3), on attribue aux coefEcients 

' <x, y, ■■■, V 

des.accroissements entiers, positifs ou negatifs, reprdsent^s par 

(4) Aa, AS, Ay, ..., An. 
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La factorielle 0 prendra un accroissement correspondant A@, et, parmi 
les diversesvaieurs de 04- A0, il y en aura generalement une qui sera 
inferieure a toutes les autres. Nommons T cette plus petite valeur. La 

question gu’il s’agit de resoudre consiste evidemment a savoir si Ton 
aura toujours 

T<i. 


Nous observerons d’abord que, en choisissant d’une maniere con- 
venable les accroissements attribues aux coefficients a, 6, y, r, 
on pent abaisser la valeur numerigue de chacun de ces coefficients 
au-dessous de etpar consequent la somme de leurs carres au-des- 
sous du nombre ^l, I etant le nombre de ceux des coefficients qui ne 
sont pas alors reduits a zero. D’ailleurs, en vertu de la formule (36) 
du para^raphe precedent, la valeur de 0 est toujours inferieure a 

• Done, en operant comme on vient de le dire, on obtiendra 
une valeur de @ 4 - A©, qui verifiera la condition 


0 4 A0 < 


— I 4 

et 1 on aura encore, a plus forte raison. 


( 6 ) 


T< 


ft A 
ft — I l) 


n — i 
2 


D-aiilcure, le second membre de la formule (6) est egal on inferieur 
a unite, quand on suppose 1=2, n etant soperieur a I’unitc, on 
/- 3. n etant supfeieur I 3. Done la condition (5) se verifiera tou- 
joars, quand le poijntae f(p), reduit si |•on veul i sa plus simple 
expression, renfermera deux termes seulemenl, „ etant supSrieur a 
unite, on trois termes, n etant superieur ii 3. II , a plus i en s’ap- 
pnyant sur la formule (3r) du § I, on prouvera asse'z facilement qu'on, 
pent, k la condition (6), substituer la suivante 
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et que, en consequence, la condition (5) se verifie encore quand ie 
polynome f(p) renferme quatre termes an plus, quelle que soit d’ail- 
leurs la yaleur de n. 

Supposons maintenant que, dans Tequation (3), les coefficients 

«, 6, y, -n 

regoivent precisement les valeurs pour lesquelles la factorielle 0 -i- A 0 
atteint sa plus petite yaleur T, en sorte que cette plus petite yaleur 
corresponde a des yaleurs nulles des accroissements 

A(3c, as, Ay, . . . , Ayj, 

et, par consequent, a une yaleur nulle de A0. L’equation 

(8) A© = 0, 

qui sera yerifiee quand on aura © = T, se trouyera generalement rem- 
placee, lorsque les accroissements Aa, AS, , A-q, ou du moins quel- 
ques-uns d’entre eux, cesseront de s’eyanouir, par la formule 

(9) A©>o. 

D’ailleurs, si, comme dans le § I, on nomme ©«, ou @g, ou 0^, ... la 
nouyelle yaleur que prend 0 , quand on y fait croitre a, ou S, ou y, . . . 
de I’unite, la yaleur de A0, correspondante a cette hypothese, sera 
representee par la difference ©„ — 0, ou 0g — 0, . . . , ou ©„ — 0. Done 
la formule ( 9 ) comprendra les suiyantes : 

( 10 ) 0«-0>O, 0g-0>O, ©vi-0>O. 

Pareillement, si Ton nomme ©_«. ou ©_ 6 , ou 0-^, ... la nouvelle 
yaleur que prend 0 quand on y fait decroitre a, ou S, ou y de 
I’unite, la formule ( 9 ) donnera encore 

( 11 ) 0^a— ®>o> — 0>o, ..., ©-T,— @>o. 

Mais, en yertu de ce qui a ete dit dans le paragrapte precedent, les 
divers termes de la suite 

®a, • . ■ > 
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scront les diverses valeurs que regoit le produit determine par la 

formule 

(12) i2=[i-i-2rcos(/? — co) 4 -;-®] [iH- 2ra cos(/?a— flu) H- 

quand on prend successivement pour valeurs de co les divers termes 
de la progression arithmetique 

(13) O, m, 35 T, 3®, (n — i)rs, 

la valeur de u etant 


(i4) 




27T 

n 


Pareiliement les divers termes de la suite 

0_K) 0-6, • • •, 0-T| 

serontles diverses valeurs que regoit le produit determine par la 
formule 

(15) = — 2 rcos(/> — m) 4-/’*] [i — 2 r« cos(pa— aco) H- /■*].. ., 

lorsqu’on attribue successivement a co les n valeurs dont il s’agit. Done 
les formulas (lo) et (ii) seront verifiees si Ton a 

(16) ii — 0>o, ii, — 0>o 

pour Tune quelconque des valeurs de co comprises dans la progres- 
sion (i3). 

En resume, la valeur T de 0, pour laquelle la condition ( 9 ) sera 
remplie, quelles que soient les valeurs entieres attribuees aux accrois- 
sements 

Aa, AS, . . . , Ay), 

verifiera constamraent les formules ( 16 ). Cela pose, concevons que, 
pour un systfeme donnd de valeurs des coefficients a, y, .. . , v], on 
nomme II le plus petit des termes compris dans les deux suites 

0a, 06, ' • • , 0T1, 


0-a, 0-6, 
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n sera en meme temps ie plus petit cles nombres qui representeront 
les diverses yaleurs de Q correspondantes aux divers termes de la 
progression (i3); et la condition (5) sera toujours remplie, si, pour 
des valeurs quelconques attribuees aux coefficients a, y, . . . , y], par 
consequent aux modules r, r^, n, ... et aux angles p, p„, ..., la 

factorielle 

(' 7 ) ® — 

est constamment inferieure a I’unite, lorsqu’elle verifie la formule 

(i8) 0 <n, 

ou, ce qui revient au meme, la formule 

(ig) . 0 = 611, 

9 designant un nombre compris entre les limites o, i. 

Observons, a present, que si I’on pose 

a = o, S = o, 7=0, . . . , = 0, 

les polynomes 

f(p), f(p“), f(p/') 

s’evanouiront tous avec leurs modules. On aura done alors 


par consequent, la condition (5) sera verifiee. Alors aussi les for- 
mules ( 12 ) et (i5) donneront 


' = 12, = I , 

et par suite on aura 

n=i. 

Supposons maintenant que les coefficients- 

ot, S, 7, ..., -rj, 

cessant (t’Mre nuls, acquierent de tres petites valeurs numeriques qui 
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soiententre elles dans les rapports donnes, et posons 

(20) . .-(-/i; 

on aura sensiblement, pour de tres petites valours de a, 

=: I-H 2[r COS(/> — w) 4 - Va COs(/>a — ffw) 4 - . . . ], 

I — 2[/-COS(7? — m) 4- Ta COS(/?a — au) 4-. . .]> 

lorsque Tangle o) sera choisi de maniere que la somme 

rCOS(/> — W) 4 - COS(/?a — «w) 4 -. . . 

ne s’evanouisse pas. Done alors, des deux qiiantites £i, O,, la plus 
petite sera inferieure a Tunite, et Ton aura 

n<i. 

Alors aussi la valeur de @, tiree de la formule (17), sera tres petite, 
par consequent inferieure a Tunite; et, comme H differera pen de 
Tunite, cette valeur de 0 verifiera certainement la condition (18), 
ou, ce qui revient au meme, la condition (19). 

Supposons enfin que les coefficients 

a, 6, y, f) 

continuent a varier, par degres insensibles, avec les arguments 


et les modules 




Py pay Pb> r . . , 


et que, en consequence de cette variation, la valeur de « croisse inde- 
finiment. Quand la valeur de 0, donnee par la formule (17), verifiera 
la condition (18), on aura, d’une part, 

( 31 ) m^r^-rlrl, 


6 etant on nombre inferieur a Tunite; et, d’autre part. 


0<i, 



EXTRAIT N" 3o9. 


261 


tant que Tunite surpassera la yaleur commune cles deux membres de 
la formule ( 21 ), et, par suite, la valeur du produit 

ri’a /•* — 

Done, en vertu de ce qui a ete dit plus haul, la condition (5) sera 
toujours remplie, si 1’ unite surpasse la plus grande valeur de 611 
que Ton puisse deduire de la formule ( 21 ), en y faisant croifre les 
modules 

r, /•«, /•*, ... 

par degres insensibles a partir de zero, et en supposant 

6<i. 

11 y a plus : il est facile de s’assurer que cette plus grande valeur de 
on correspond precisement a 

0 = 1. 

Done le premier des problSmes qu’il s’agissait de resoudre se trouve 
ramene, comme nous I’avons dit, a une question de maximum, savoir 
a celle dont voici I’enonce : 

Probleme. — Soil n la plus petite des valeurs que fournissent pour 0 et 
pour O, les formules (i2)ei(i5), quand on y substitue successwement d 
la place de (O les dwers termes de la progression (i3). Concevons d'ail- 
leurs que les modules 

Vy /’a> > 

d’ahord reduils d zero, varient, par degres insensibles, avec les argu- 
ments 

py Pay Pby • * • » 
de maniere a verifier V equation 
( 22 ) IIzz: 7'2 r| - . * . 

On propose de rechercher la plus grande des valeurs que pourra prendre^ 
dans cette TiypothisCy la fonction H, et d' examiner si cette plus grande 
valeur est inferieure a Vuniti. 
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On pent remarquer d’ailleurs quo la plus grande des valeurs de n 
sera precisement la limite superieure a laquelle pourra s’elever, sans 
la (lepasser jamais, la, quantile representee par la lettre T dans la for- 
mnle (5). 

Lf probleme etant reduit a ces termes, donnons maintenant, en 
quelques mots, une idee succincte des precedes qui peuvent en 
fburnir la solution. 

Comme nous I’avons deja remarque, les diverses valeurs de w, com- 
prises dans la progression (i3), representent des arcs dont les extre- 
raites sont les sommets d’un polygone regulier de n cotes inscrit au 
cercle. Par une consequence necessaire, les arcs, que representeront 
les diverses valeurs de/? — co et meme de ir -i- /? — co correspondantes 
aux diverses valeurs de w, auront encore pour extremites, lorsque le 
nombre n sera pair, les sommets d’un polygone regulier de n cotes. 
Mais, si n est impair, les extremites des arcs correspondants aux 
diverses valeurs de /? — co seront distinctes des extremites des arcs 
correspondants aux diverses Valeurs de t: -f-/? — o? ; et les extremites 
de ces deux especes dares marqueront les sommets d’un polygone 
regulier de 2 « cotes. 11 est aise d’en conclure que, pour un systeme 
donne de valeurs des modules 

n sera inferieur au produi t 

(' - 2?-cos^ + (1 + (I + 

si n est un nombre pair, et au produit 

^i— 2 rcos— -hrsj (n-?'„)=(n-/-*)^ . ., 

si n est un nombre impair. Par suite aussi, lorsqu’on fera croitre les 
modules 

r, r^, bt, ..., 

supposes d’abord reduits b zero, par degres insensibles, la valeur de H, 
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fournie par 1 equation (22), ne pourra dcvenir superieure a celle que 
determineront les formules 


I — 2 /• cos - rM (i -1- jj „ 


si n est un nombre pair, ou les formules 

(24) ^i— 2;-cos^-l-r2^(n-r)'«-2=r"‘, !! = /■«, 

si n est un nombre impair. 

Si, pour bxer les idees, on suppose n l\, on aura 


et, comme p sera une racine primitive de I’equatioi 


on aura encore 


P^-+-I — O, p=±^— I, 

© =rr (a + gp) (ct 4- gpS) r= aS-f. 6^ 
Alors aussi les formules (28) donneront 


j I — = 


^2’ 


et la quantite T elle-meme ne pourra surpasser la limite supeideure 
que cette quantite atteindra effectivement, si dans la factorielle 


(x = ±- et S = ±d. 
2 2 


Supposons maintenant w = 3 , on aura 


m = 2, 



m 
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et les formuies (24) donneront 


( ?.(>) 


I — 2 /'COS g = 




Par consequent, la quantite 11 et la quantite T elle-meme auront pour 
limite superieure la fraction qu’elles ne depasseront jamais. 

II importe d’observer que la premiere des ^nations (28) peut etre 
presentee sous la forme 



Or, dans cette derniere equation, le premier membre sera reduit a 
I’unite, si I’on pose /• = 0; et, si I’on fait passer r, par degres insen- 
sibles, de la valeur 0 a la valeur r = i, le premier membre passera 
de la valeur 1 a la valeur 



qui sera negative, si I’on a 


(28) sin— < , 

2 « \ 2 y 

et, a plus forte raison, si Ton a 


(29) 



Cela pose, il est clair que, si la condition (28) ou (29) est remplie, 
I’equation (27) ofiFrira une racine positive comprise entre les limites o 
et I. JI est vrai qu’une autre racine positive sera comprise entre les 
limites 1 et ac. Mais de ces deux racines ce sera la plus petite, com- 
prise entre les limites o et i, qui, substitute dans I’equation 

n =: r"', 

fourntra one limite superieure a la valeur maximum de n. On doit 
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eii conclure que, si la condition (28) ou (29) se verifie, u etant un 
nornbre pair, la valour maxiniuni do n sera inferioure a 1’ uni to, et 
qu’alors la condition (5) sera toujours remplie. 

Pareillement on conclura d.es fbrmules ) quo, n etant un nombre 
impair, la condition (5) se verifiera toujours, si Ton a 


(3o) 


sin-r- < 

4/1 


<(^ 


et, a plus forte raison, si Ton a 

i 

Si Ton prend successivement pour n les nombres pairs 

4, 6, 8, 10, 12, 

on trouvera, pour valours correspondantes de jn, les nombres 

2, 3, 4, 4, 4, 6, 

et les valours correspondantes du produit 


m 



seront les nombres 

4, 6, 4, 5, 6, 

qui sont tous superieurs aTc = 3,i4i5 — Done alors la Ibrmule (29) 
sera verifiee, et Ton pourra en dire autant de la condition (5). 

Si Ton prend successivement pour n les nombres impairs 

3, 5, 7, 9, iS, 

on trouvera, pour valeurs correspondantes de m, les nombres 

3 , 4, t), 8, 

etles valeurs correspondantes du produit 


m 
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soront les n ombres 


qui tons surpassent le nombre n:. Donc alors la condition (3i) sera 
verifiee, et I’on pourra en dire autant de la formule (5). 

11 est done deja demontre que la condition (o) se verifie pour tout 
nombre entier n qui ne surpasse pas le nombre lo, et meme pour 
« — 12 , ainsi que pour /i = i4 et pour tz = i5. 

Lorsque le nombre n est egal a 1 1 ou a i3, et lorsqu’il surpasse i5, 
les formules (23) et ( 24 ) ne fournissent plus le moyen de prouver 
que T reste toujours inferieur a Tunite. Mais on ne doit pas en con- 
clure que la condition (5) cesse d’etre remplie. II y a plus : on est 
conduit a penser qu’elle doit I’etre encore, par les raisons que je vais 
indiquer. 

Lorsque le nombre n est tres grand, un point quelconque de la cir- 
conference decrite avec le rayon i est toujours tres voisin de I’un des 
sommets d’un polygone regulier de n cotes, ou de 2/1 cotes, inscrit a 
cette circonference, et par consequent tres voisin de I’extremite de 
Tun des arcs representes par les divers termes de la progression (i3). 
Alors, assujettir Tangle co ii demeurer compris parmi les termes de 
cette progression, e’est, a peu de chose prbs, le laisser entierement 
arbitraire. D’ailleurs si, dans lafonction ii ou O,, on laisse Tangle w 
entierement arbitraire, la plus petite valour II de £i ou de ii' sera une 
fonction entiere des modules r, r^, r^, . . . , ainsi que des arguments p, 
et alors la valeur maximum de II, determinee a Taide du 
Lalcul differentiel, sera, comme je le prouverai dans un autre article, 
representee par la fraction 


m 



Or cette derniere fraction, qui peut etre consideree comme la valeur 
approchee du maximum de II corresppndant au cas oiz Von prend 
pour a> un terme de la progression (i3), sera trfes petite, par conse- 
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quent tres inferieure a I’unite, quand lo nombre n sera siipericiir 
a to; d ou ii est natiirel de conclure que la quantile dontelle repre- 
sente une valeur approcliee sera encore inferieure a I’unite. Toiitefois. 
comme les raisons que je viens d’enoncer ne suffisent pas pour con- 
stater en toute rigueur 1 existence de la condition ( 5) dans tons les 
cas possibles, je me propose de revenir encore sur cet objet dans un 
autre Memoire, et de completer ainsi la solution du probleme dont je 
viens de m’occuper. 

La formule (5), une fois etablie pour un nombre donne n, devient 
la base fondamentale de la theorie des polynomes complexes ou radi- 
caux, qui renferment les racines de I’equation x'^=\, et permet de 
resoudre avec une grande facilite des problemes relatifs aux residus 
quadratiques, cubiques, etc., ainsi qu’une multitude de questions de 
nombres. En partant de cette formule et en faisant usage de la me- 
thode suivie par M. Dirichlet, dans le Memoire que j’ai deja cite, on 
obtient facilement la decomposition des polyndmes radicaux ou com- 
plexes m facteurs premiers, c’est-a-dire en facteurs radicaux, dont cha- 
cun n’ait pour diviseurs que lui-meme et les diviseurs de I’unite; puis 
Ton etend a ces polyndmes et a ces facteui’s les tlieoremes que Ton 
demontrc en Arithmetique pour les nombres cntiers. On reconnait, 
par exemple, que tout diviseur premier du produit de deux polyndmes 
radicaux doit necessairement dinser I’lin des facteurs, et que, si un 
polyndme radical etant dleve a une puissance du degre n, on decompose 
cette puissance d’une maniire quelconque en facteurs premiers entre eux, 
chaque faeteur sera necessairement une autre puissance du degre n, ou 
du moins le produit d’une telle puissance par un diciseur de 1’ unite. On 
reconnait enfin que, si, n etant un nombre premier, <p(p) est un faeteur 
premier d’un nombre premier p, les seals facteurs premiers de p seront 
les termes de la suite 

9(P). 9(pO. 9(p"”‘), 

et les produits de ces termes par les diviseurs de I’unite. Ces memes 
termes s*eront, comme il est aise de le voir, premiers entre eux, 
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lorsque le nombre p sera de la forme nl+i, et alors leur produit sera 
preeisement egal a p. Mais si le nombre premier/; se reduit au nombre 
premier «, suppose impair, ses facteurs premiers, representes par les 
lermes de la suite 

I — p, I — p^ ..., I — p"-’. 

cesseront d’etre premiers entre eux, puisque I’un quelconquc de ces 
fermes est le produit d’un autre arbitrairement choisi par un diviseur 
de I’unite. 


360 . 

Tiieorie des xowbres. — Memoire. surde nouvelles formules relatwes a la 
theorie des poLyndmes radicaux, et sur le dernier theoreme de Fermat 
(suite). 

C. R., T. XXIV, p. 078 ( 3 avril 1847 ). 

Lorsqu’une fois on a etabli, pour un nombre donne n, la theorie de 
la decomposition des polynomes radicaux, formes avec les puissances 
d’une racine de I’unite, en facteurs premiers, on peut deduire 
immediatement de cette theorie une multitude de consequences 
dignes de remarque. Je vais en indiquer quelques-unes dans le para- 
graphe suivant. 

§111. — Consequences diverses de la decomposition des polyndmes radicaux 

en facteurs premiers, 

Soitn un nombre premier impair; soit encore p une racine imagi- 
mive, par consequent primitive, de Tequation 

et supposons 6tablie la theorie de la decomposition des polynomes 
radicaux formes^ avec cette racine, en facteurs premiers. nombre 
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premier n pourra etre decompose en facteurs radicaux a I’aide de 
I’equation identique 

(2) « = (l — P)(l — p=)...(l — p"-l). 

Mais ces facteurs ne seront pas premiers entre eux. Au contraire, tons 
seront divisibles par I’un quelconque d’eiitre eux, les quotients etant 
des diviseurs de I’unite; car, si Ton nomme ofp) le quotient qu’on 
obtient en divisant i - par i - h et k etant deux termes quel- 
conques de la suite 

1 , 2, 3, . . . , /I — I , 

on aura evidemment 


/ T \ { r ^ 2 L\ . . 


par consequent 


(' — p*)(i — p^*)...U — p‘‘ 

o(p)9(p2)...o{p«-i)=" — 


On pent observer encore que, en vertu de la formule ( 2 ), on aura 

(3j « = (i_p)«-i(l,(p), 

({^(p) etant un polynome radical a coefficients entiers, equivalent au 
produit des rapports 


^=i + p + p% 


j_p =iH-p + p^+...+ p”-^ 

II est d’ailleurs evident que, dans la formule ( 2 ), cbaque facteur sera 
premier, c’est-a-dire non decomposable en deux facteurs qui be divi- 
seraient pas I’unite; car une telle decomposition entrainerait la de- 
composition du nombre n lui-meme en deux facteurs distincts de 
I’unite, ce qui est impossible. Done i— p est un facteur premier de n, 
et la forniule (3) fournit la proposition suivante : 
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Theoreme 1. — n etant un nombre premier impair, et p une racine pri- 
mitive cle r equation 

00 ^^ — 1 m O, 

le nombre n sera le produit de la {n — i )'""" puissance dii facteur radical 
et premier i — p, pat' an diviseur de V unite. 

Soit maintenant r une racine primitive cle I’equivalence 

i4i = i (mod. «)• 

Nommons ^(p) un diviseur radical de I’unite, et prenons 

EKp) =rsj(p)in(p^) .. .nT(p"-‘) ; 

on aura 

(5,1 i = II(p)II{p''). 

Si d’ailteurs on pose, pour abreger, 

(6) Ar=p — p'’+p'''— ... — p''"-’, 



n(p)=II(p'-)=±:i. 
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A=r=:B = :=i, 

et, par suite, 

( Ii) n(p) = ±: p=^>, n(p'')=±;p=‘. 

Soit maintenant p uri nombre premier de la forme nl~i. L’equiva- 
lence 

112) ccP-'- — i~o (mod./?) 

s 

aura, comme Ton sait, pour racines les divers termes de la progres- 
sion aritlimetique 

1 , 2 , 3 , p—l\ 

et Ton en conclut aisement que I’equivalence 
(i 3 ) a;" — 1^0 (mod./j) 

offrira toujours n I'acines, representees paries divers termes d’une cer- 
taine progression geometrique 

I, t, 

Toutes ces racines, a I’exception du premier terme i de la progres- 
sion, pourront etre considerees comme primitives, et la racine t en 
particulier rendra, non sculement la difference — i, mais aussi le 
rapport 

-t- ... I , 

t I 

divisible par p. Posons, en cons^uence, 

(r4) 

P sera un nombre entier, et Ton aura identiquement. 

(i5) (i_p)(f_p=)...(f_p'.-i)=/,P. 

Le premier membre de la formula (i5) etant le produit de facteurs 
binome.s dont aucun n’est divisible par p, il suit iramediatement de 
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cett(^ forniule que p sera decomposable en facteurs radicaux. Cela 
pose, nommons 9(p ) un facteur radical et premier de p. II divisera 
Fun des facteurs 

i — p, Z — p^ i — p"-'. 

Admeftons, pour fixer les idees, qu’il divise i — p, et nommons y(p') 
le quotient correspondant. On aura 

/ l — p =(p(p)-(;(p), 

f„3j ! ‘'-P' ='P(P')7.(P0, 

\ 

' « — p““‘ = 9(p"“‘)z(p"''‘); 

puis on en conclura, en designantpar A, k deuxtermes distincts de la 
suite 1 , 2, 3 , . n — i , 

(i7J p" — p‘'=®(p*)%(p'') — 9(P*)7(P*)- 

Or il resulte de la formule (17) que les deux facteurs 

9(P*)> ®(p*) 

seront premiers entre eux; car, s’ils ne I’etaient pas, ils olFriraient un 
commun diviseiir qui diviserait tout a la fois le nombre p et la diffe- 
rence p'^ — p*, sans etre diviseur de I’unite. Mais la difference 

pA_pi-:-pA(l_p*-A) 

correspond, ainsi que le binome i — p*-*, a la factorielle n-, done le 
diviseur commun devrait diviser les deux nombres premiers n et p, 
sans. toe diviseur de I’unite, ce qui est impossible. Done, si cp(p) est 
un facteur premier de p, deux termes quelconques de la suite 

?(P). ?(p'-), •••, 9(p“-’) 

seront premiers . entre eux; et, puisque cbacun d’eux divisera le 
nombre premier p, leur produit ou la factorielle correspondante a 
?(p) divisera encore ce nombre dont elle ne pourra differer, en sorte 
qu’on aura 

-®(p)9(p0”-9(p"-’)- 
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Ajoutons qae les seuls facteurs premiers de p seront evidemment les 
terraes dont il s’agit et les produits de ces termes par les diviseurs de 
1 unite. On peut done enoncer la proposition suivanto : 

TheorAiie II. — Soient n un nomhre premier impair, p une racine pri- 
mitive de r equation 

J?" — I =: o, 

et p un nomhre premier impair de la forme nl-+i. Le nomhre p sera 
decomposable en n facteurs radicaux et premiers entre eux, dont on ne 
pourra faire varier les formes quen les multipliant respectivement par 
des diviseurs de V unite tellement ckoisis, que le produit de tons ces divi- 
seurs se reduise a I’ unite. 

Concevons a present que Ton designe par A, B deux nombres enliers 
quelconques, ou meme deux polynomes radicaux formes avec les ra- 
cines de I’equation (i). On aura 

(J9) ' A«H-B«=(A + B)(A + Bp)...(A-+-Bp"-‘), 

par consequent 

= (^ + Bp)(A + Bp0...(A + Bp''-0. 

Cela pose, considerons en particulier deux des facteurs binomes com- 
pris dans le second membre de la formule (19), par exemple les fac- 
teurs 

A -f- B p^‘, A -j- B p*, 

li, k etant deux termes distincts de la suite 1,2, . . ., n. — i. Tout divi- 
seur commun de ces deux facteurs devra diviser leur difference 

B(p" — p*'); 

done il devra diviser ou B et par suite A, ou le bindme radical p'^ — p* 
et par suite le nombre n. On peut done enoncer la proposition sui- 
vante : 

THEORfeME III. — A et B dtant deux nombres entiers ou mime deux 
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poly names radicaiix arbitrairemenl choisis, tout polyndme qui diyisera 
deux des facteurs binomes du rapport 

A"-i-B« 

A + B ’ 


c est-a-dire deux terines de la suite 

(2i) A + Bp. A + Bp^, A + Bp"-', 

sera necessairement ou im dmseur de n, ou un diviseur eommun de A el 
de B. 

Soient maintenant, s’il est possible, xA, B, C trois quantiles entieres 
qui verifient la formule 

( 22 ) A" + B" H- C" = o. 

Si xA 4- B est premier a n, on pourra en dire autant do 
A -1- Bp*=: A + B — B(i — p*), 

^etantun nonibre entier quelconque, et alors chacun des termes de 
la suite ( 20 ) sera le produit de la 72 ^™® puissance d’un certain poly- 
ndme radical ^(p) par un diviseur de I’unite. Done, en nommant t3-(p) 
ce diviseur, on aura 

(aS) x4 -i- Bp = ro(p) [(p(p)]«, 

et Ton doit ajouter que la formule (aS) continuerade subsister quand 
on y remplacera p par I’un quelconque des termes de la progression 
geometrique 

p, pS p«-‘. 

Si A B cessait d’etre premier a n, alors, dans la formule (23), cr(p) 
serait, non plus un diviseur de I’unite, mais un diviseur de n. 

Si maintenant on pose 

r ^taat ane racine primitive de I’equivalence (4); si d’ailleurs on 
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iioinmc n(p), F(p) ce que clevient $(p) quand on remplace la fon.> 
tion o(p) par cr(p) ou par A + Bp, on tirera de la formule (23) 

(25) F(p)=rn(p)[4'(p)]'‘, f(p'-):r= n(p'’)[®(p'-)]'>; 

et chacune des fonctions F(p), F(p'') sera la moitie d’une expre.ssiun 
de la forme 

a ±; bA, 

a, b etantdeux quantiles entieres, et la valeur de A etant donnee par 
I’equation (6). Ces memes fonctions sont precisement codes dont la 
consideration a fourni les demonstrations connues du dernier theo- 
reme de Fermat pour certaines valeurs speciales de n, et, on partiou- 
lier, pour n = 3 ou 5. Effectivement, lorsqu’on pose /i = 3, par 
exemple, on peut deduire immediatement des formules ( 25 ) une 
demonstration qui coincide, au fond, avec cede qu’Euler a donnee. 
Mais il reste a voir quelles sont les consequences auxquelles peut oon- 
duire la consideration des fonctions F(p), F(p''), lorsqu’on attrihue a 
n des valeurs diflferentes de cedes pour lesquelles on etait deja par- 
venu a demontrer le dernier theorerae de Fermat. C’est ce que j’exa- 
minerai dans un autre article. 

Comrne je I’ai deja remarque, la theorie precedente s’appuie sur la 
formule (5) du § II. J’examinerai, dans les paragraphes suivants, les 
objections qui peuvent s’elcver contre la demonstration donnee de 
cette formule quand le nombre n est considerable. On verra que, pour 
rendre rigoureuses cette demonstration et les consequences deduites 
de la formule, il suffit, dans certains cas, de prendre pour 0 le module 
meme du polynome radical f(p), et de substituer partout ce module a 
la factorielle que © representait auparavant. 
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361 . 

Theorie des sombres. — Mdmoire sur de nomelks formides relatives d la 
iheorie des polyndmes radicaux, et sur le dernier thdorime de Fermat 
(suite). 

C- T. XXIV, p. 633 (la avril 1847 ). 

Comme je I’ai remarque dans I’ayant-derniere seance, lorsqu’on 
veut faire servir a la demonstration du dernier theoreme de Fermat 
la consideration des polyndmes complexes ou radicaux, formes avec 
les diverses puissances d’une racine n'™® de I’unite, on a deux pro- 
blemes a resoudre. Le premier, et le plus important, puisqu’il sufflt 
de le resoudre pour etablir sur des bases solides la theorie generate 
des polyndmes dont il s’agit, consiste a faire voir qu’un produit de ces 
polyndmes ne peut etre decompose en facteurs premiers que d’une 
seule maniere, ou bien encore, que tout polyndme radical peut etre 
decompose en deux parties, dont Tune offre seulement des coefficients 
entiers, tandis que Fautre correspond a une factorielle plus petite que 
Funite. J’ai attaque ce dernier probleme dans le § II de ce Memoire, 
et j’en ai ramene la solution, dans le cas le plus general, a une ques- 
tion de maximum. J’ai depuis obtenu, pour resoudre le meme pro- 
bldme, une nouvelle methode, qui me paraxt offrir de grands avan- 
tages sur celle que j’ai developpee dans Favant-derniere seance. Cette 
nouvelle metbode ramene la solution, non plus a la recherche de la 
valeur maximum de la plus petite entre diverses fonctions donnees, 
mais, au contraire, a la recherche de la plus petite des valeurs maxima 
de ces fonctions considerees isolement, ou egalees entre elles deux a 
deux. L’analyse dont je me sers, et qui semble digne de Fattention 
des geometres, offre cela de remarquahle, que le module du polyndme 
radical donne se trouve elimine du calcul, aussi bien que les modules 
des polyndmes ctssocUs, que Fon deduit du premier en remplaqant une 
racine de Funite par une autre. Les conditions auxquelles il s’agit de 
satisfaire he renferment plus que les arguments de ces divers poly- 
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nomes. D’ailleurs, ces conditions sont tres simples et se reduiscnt a 
celles que je vais enoncer. 

Soient n un nombre entier quelconque, p une racinc primitive de 
I’equation binome 

(l) J3»r=l 


et 

( 2 ) 1 ( p) ~ -j- 4- . . . -f- 

un polynome radical a coefficients entiers, forme avec les racines do 
cette equation. Soient qncore 

(3) 1 , a, b, 71 — b, n — a, 71 — I 

les entiers inferienrs a et prerhiers a n, et m le nombre de ces 
entiers. Nommons 

P) Pa9 Pb'f • ' ' 

les arguments des polynomes 

f(p), f(p«), .... ■ 

Enfin, prenons 


et, en designantpar m i’un quelconque des termes de la progression 
aritbmetique 

(5) o, CT,. 3sr, ..., {n — i)ro, 


posons 

(6) 


T, ~ ■ P — w . Pa—au) 

P = 2 ® sm sm — 


TV/ 2 P ' ' Oi) Pa dinHt 

P'=: 2^ COS-^ COS-^:^ > 


les facteurs trigonometriques que renferme le second membre de cha- 
cune des formulas (6) 6tant en nombre egal a c’est-a-dire en nombre 
^gal a celui des termes qui, dans la suite (3), sont inferieurs a 
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Ma nouvelle raethode reduit le probleme qu’il s’agissait de resoudre a 
la recherche de la plus petite entre les valeurs numeriques des pro- 
duifs P, P' et a cette proposition, que, pour des valeurs donnees quel- 
conqiies des arguments /»,/»„, la plus petite entre les valeurs 
numeriques de P ou de P' qui correspondent aux divers termes de la 
progression (5) ne surpasse pas I’unite. 

Outre la methode que je viens d’indiquer, j’ai encore obtenu divers 
theoremes assez curieux, dont quelques-uns se trouvent deja enonces 
dans les Memoires que j’ai presentes dernierement a I’Academie. L’un 
de ces theoremes, que M. Lame parait avoir rencontre de son cote, 
determine, pour le cas particulier oil le nombre n est 3 ou 5, la forme 
generale des diviseurs de I’unite. 3e prouve aussi tres facilement que 
la difference entre la puissance d’un polynome radical a coeffi- 
cients entiers et la somme des coefficients de ce polynome est toujours 
divisible par n, lorsque n est un nombre premier impair. 11 en resulte 
immMiatement que la difference entre les puissances de deux 
poiynomes associes est divisible par «; et cette derniere proposition 
comprend elle-meme, comme cas particulier,' un theor^me enonce par 
M. Lame, relativement aux poiynomes qu’il appelle conjugues directs. 

Voici la demonstration tres simple du theoreme qui se rapporte a 
la puissance d’un polynome radical a coefficients entiers. Suppo- 
sons toujours ce polynome determine par la formule ( 2 ). Si on I’eleve 
a la puissance, et si Ton admet que n soit un nombre premier 
impair, on aura evidemment 

( / ’ 1 P )1^ — -t” “1“ . • . -H V)” -1- /I 4* ( P 

'KpI etant un nouveau polynome radical a coefficients entiers. D’ail- 
leurs, en vertu d’un theorfeme connu, si Ton pose 


et 


ta difference 


4- S'* -I- 7" -f- . . . -4- Yi"', 

s« — s 
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sera divisible par n. En d’autres termes, on aura 


(8 ) bn — ^ ~^r 

/etant une quantite entiere. Done, en posant, pour abrei<er, 


on aura 


^ — J/(p) =: ro(c), 


(9) 


[f(p)]"=b + «ro(p). 


ct(p) etant un polvnome radical a coefficients entiers. L’equation ( 9 ) 
devant siibsister quand on y remplace p par I’un quelconque des 
termes de la suite 

I, p, p^, p^, p^^~^ 


on en concluUque, si h et k representent deux queleonques des 
nombres 

0, I, 2, 3, . . . , n — \ ^ 


la ditference 


[f(pA)]n_[f(pA.)]n 


sera divisible par n. Ainsi la difference entre la puissance de 
deux polynomes radicaux associes est toujours divisible par n, et, 
par consequent, elle est divisible par (r — p)"~'. 


362. 

Theokie des kombues. — Memoire sur de nomelles formules relatives d la 
theorie des polyndmes radicaux, el sur le dernier theor^me de Fermat 
(suite). 

C. It., T. XXIV, p. 661 (19 avril 1847 )- 

I IV. — Sur la plus petite des factorielles qui correspondent a un polyndme 
radical, dans lequel chaque coefficient peut etre augmente ou dinunue 
arbitral rement d' une ou de plasieitrs unites. 

La lettre n representanf un nombre entier quelconque, soil 

I, a, b, ..., n — b, n — a, n — i 
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Ja suite des enfiers inferieurs et premiers a n. Nommons m le nombre 
de CPS en tiers, 

I , a, h, ... 


etant eeux d’entre eux qui ne surpassentpas -• Soient d’ailleurs p une 
racine positive de requation 

(i) vr"=i, 

ef F(p) iin polynome radical a coefficients reels, generalemerit repre- 
sente par une fonction entiere de p, du degre n — i. Enfin, nom- 
inons f(p) le reste qu’on obtient, quand du polynome radical F(p) on 
retrancbe un autre polynome de meme espece, mais a coefficient.s 
entiers; et supposons ce dernier polynome tellement clioisi quo la 
factorielle © correspondante au reste f(p) soit la plus petite possible. 
0 sera egal ou inferieur aux diverses factorielles qui pourront corres- 
pondre au polynome F(p), quand on y fera croitro ou decroitre arbi- 
trairement chaque coefficient d’une ou de plusieurs unites. Done, si, 
en designant par yf: Fun quelconque des nombres entiers 


on nomme 


o, I, 2, ..., n—i, 

©<■ ou 0* 


ce que devient la factorielle' ©, lorsque, dans le polynome f(p), on fait 
croitre ou decroitre de I’unite le coefficient de p^ on aura, non seule- 
ment 


(2) 0<0i., 

mais encore 

(3) 0^0*; 

et, pour etablir sur des bases solides la tbeorie des polynomes radi- 
oaux, il suffira, d’apres ce qui a et6 dit dans les precedents para- 
graphes, de prouver que les conditions (a) et (3), quand elles se 
verifient quel que soit k, entrainent la suivante : 
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hoipnl niaintenant i , r^, . . . Ibs modules, et p, p^, . . . les argu- 

ments des polynomes radicaux 

f(p). f(p“), f(p*) 

Les polynomes 

f(p«-‘), f(p«-“), f(p«-''), 

dont les modules seront encore f, f'a, , auront pour arguments 

les angles —p, —p^, — pi„ etpar suite on aura, non seulement 

(5) © = /-V®r|, 
mais aussi 

(6) I 2 /-cost/) — krn) -i- z’®] [i -t- 2ra cos{ pa — akxn) 4- /-J]. . 

( ®'k— [i — cos(p — krs) -f- [i — 2/’„ COS(j3„— akrs) 

la valeur de cr etant 

. , 27t 

(7) 

Cela pose, concevons que les coefficients des diverses puissances 
de p, etant d’abord nuls dans le polynome f(p), viennent a varier, et 
que, par suite, les valeurs des modules 

r, Va, rb, ... 

varient elles-m ernes, par degres insensibles, a parti r de zero. La valeur 
de 0 variera en meme temps que les modules r, r^, , et ne pourra, 

tant que la condition (n) ou (3) sera remplie, depasser une certainc 
limite superieure. Nommons A* ou A* celte limite, qui, pour certaines 
valeurs de k, pourra devenir infinie. II est clair que les formules (2) 
et (3), quand elles se verifieront pour toutes les valeurs entieres de k, 
entraineront la formule (4), si pour une ou plusieurs des valeurs de k 


on a, ou 



(8) 


Ai< I 

ou 



(9) 

* 

Ai<i. 


. OEuvres dc C. — S. I, t. X, 56 
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II en resulte qxie, dans la theoric des polynomes radicaux, la question 
fondamentale sera resolue, si Ton parvient a etablir, au moins pour 
certaines valeurs de k, ou la formule (8), ou la formule (9). Occu- 
pons-nous maintenant de ce dernier probleme. 

D’abord on reconnaitra aisement que, si A* n’est pas infmi, il sera 
un maximum comraun de 0 et de 0^. Alors les valeurs de r, r„, , 

rorrespondantes a la valeur A* de 0, satisferont a I’equation 

(10) ' 0 *— @=:0, 

et, de plus, verifieront les formules 

(11) d& — o, dr% c^o . 

pour toutes les valeurs de dr, dr^, dr^, ... qui rempliront la condi- 
tion 

(12) = rf0. 


Par suite, lorsque 0 atfeindra la valeur maximum A*, on aura 


]>,e^ _ D,.e^ _ D,.,0 
i).0 “ 1 ),,© - !);;;& — 


Soit maintenant “9 la valeur commune des rapports que renferme 
I’equation (i3). On aura, eu egard a la formule (10), 


par consequent 


2 D;.0 ~ I),. 10 ’ 


(ii'\ ^ o— r'^-^rco?.{p — krss) _ cos(/>3— aA:ro) 

2 i + 2rcos(p — km) + r^~ n-2r„cos(/x«— aA:ni)-+-/-J ’ 

puis, en posant, pour abreger, « = i — 0, on tirera de I'equation (i4) 


(i5) « = 


I -I- ar cos(/» km) 1 -)_2/-a CQs{pa — akm) -t- 


Eft rertu de la formule (i4) ou (i5), les modules r, r^, ... et, par 
suite, la differeftce ©*- © deviendront fonctiobs de la seule inconnue a 
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dont la valeur sera determinee par Tequation (lo). D’ailleiirs cette 
equation, resolue par rapport a a, fournira, non seulement les valeurs 
de cette inconnue qui correspondront a un maximum commun do 0 ef 
de 0,-, mais encore celles qui correspondront a un minimum commun 
des fonctions 0, 0* supposees egales entre elles. Seulement, dans le 
cas du minimum, la seconde des formules (r i) devra etre remplacce 
par la suivante : 

(i6) d-^&>o. 

Enfin, si les deux fonctions 0, 0;^, dont le rapport est I’unite pour des 
valeurs infinies de r, . . . , ne peuvent, quand on les egale I’une 

a I’autre, s’abaisser simultanement au-dessous d’un certain minimum, 
cette circonstance indiquera que A* n’est pas infini. 

Observons a present que, pour une valeur positive de a, la for- 
mule (i5) fournira toujours des valeurs positives des binomes i — r, 
^ — par consequent des valeurs de r, r*, ... et de 0 

inferieures a I’unite. Au contraire, pour une valeur negative de a, 
la formule (i5) fournira toujours des valeurs negatives de i — r, 
I — I — Ti, , . . , par consequent des valeurs de r, r^, r^, ... et de 0 
supeneui es a 1 unite. Enfin, comme il est aise de le faire voir, une 
racine reelle a de I’equation (lo) ne pourra verifier la seconde des 
formules (ii), que si elle est positive et superieure a I’unite. Done 
la condition (8) sera certainement remplie pour toute valeur finie 
do A^. On prouvera de meme que la co-ndition (g*) sera remplie 
pour toute valeur finie de A*. II reste done seulement a prouver 
que, parmi les valeurs de A;t, A'^, quelques-unes demeurent flnies. 
La question, reduite a ces termes, pent Mre facilement resolue de 
plusieurs manieres. Je me bornerai a indiquer les suivantes. 

Premierement, de ce qui a ete dit plus haut, il resulte que A^ sera 
fini, si 1 equation (lo), resolue par rapport a «, offre une ou plusieurs 
racines reelles inf6rieures a I’unite. Or e’est precisement ce qui aura 
lieu, si la function 0;^ — etant positive pour « = r, devient negative 
pour 8 = 0 . Mais, en posant 
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on tirera de la formule (i 5 ) 


r = ra=rb=. . . — i. 


puis des formules ( 5 ), (6), 
e£ 


0 = 1 


(17) 0 i = P|, 
la valeur de P* etant 

(18) P*=2^cos^^^cos^^i:=^.... 

2 2 

Done, alors, on trouvera 

0 *-@ = P|-I. 

Cela pose, la diflference 0 ^ — ® sera negative pour a = o, et ordinaire- 
ment positive pour a = i , si I’on a 

(‘9) P|<i. 

Done la valeur de sera ordinairement finie, si la quantite P^i., deter- 

minee par i equation (18), offre une valeur numerique inferieure a 
I’unite. 

En raisonnant de la meme maniere, on prouve encore que la valeur 
de A* sera ordinairement finie, si I’unite surpasse la valeur de 0^ deter- 
min6e par les deux equations 

( 2 °) 0*=Pi.^ 

PV= 2 » sin B. - Pa~ a/cm 

2 2 

ou, ce qui revient au meme, si la quantite P;, determinee par la for- 
mule (21), offre une valeur numerique inferieure a I’unite. 

En d 4 finitive, op prouve que la question fondamentale, relative a la 
tii 4 orie des polynomes radicaux, sera resolue si, pour une ou plusieurs 
Yaleufs entiferes du nombre^, I’un des produits P*, p; offre une valeur 
nttmlnque inferieure k I’unite, quels que soient d’ailleurs les argu- 
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ments p, pa, Pb^ • • • > dont le nombre est egal a — ■ La demonstration 
Je ce dernier tlieoreme pent d’ailleurs se deduire de la consideration 
des rapports comme nous le prouverons dans un autre article. 

Mais, pour resoudre completement la question principale, il n’cst 
meme pas necessaire de recourir a la consideration des produits P* 
et on pourrait a cette consideration substituer, par example, celle 
des produits 

Si, pour fixer les idees, on suppose que n soit premier et impair, on 
aura 

f = (H- 2 r“ cos«p -h r"-«) (i -h 27-2 ZQ%npa-\- r“). . 

(i — 2/-“ cos«/5 H- /■-”) (i — 2r2cos7i/?„+ r|"). . 

et il suffira d’observer que les rapports 

Qll’ Qll 

ne peuvent, pour des valeurs infiniment grandes des modules r, 
r*, Tester Pun et I’autre superieurs a I’unite. 

363 . 

Analyse mathematiqoe. — Memoire sur les maxima et minima 

conditionnels. 

C. R., T. XXIV, p. 757 (5 mai 1847). 

Pour resoudre certains problemes, il est quelquefois necessaire de 
determiner, non pas le maximum ou le minimum absolu d’une fonc- 
tion de plusieurs variables independantes, mais la plus grande ou la 
plus petite valeur que cette function pent acquerir sous des conditions 
donnees. On doit specialement remarquer le cas ob ces conditions 
s’expriment par des in6galit6s, en sorte que d’autres fonctions des 
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memes variables soient assujetties a ne pas depasser certaineslimites. 
Conime Je J’ai observe dans mes precedents Memoires, c’est precise- 
nicnt a une question de ce genre qu’on se trouve conduit dans la 
theorie des polynomes radicaux. J’ai chercbe s’il ne serait pas possible 
d’obtenir une metbode generale qui put etre facilement appliquee a 
tous les problemes de cette nature. Celle que je vais exposer dans ce 
Memoire me parait digne de fixer un moment Tattention des geo- 
metres. 

Je me bornerai, aujourd’bui, a etablir les principes generaux sur 
lesquels je m’appuie et les formules qui s’en deduisent; dans un 
autre article, je donnerai I’application de ces formules a la tbeorie des 
polynomes radicaux. 

Soient 

S, U, w, ... 

des'fonctions donnees de n variables x, y, z, . et proposons-nous 
de trouver la plus grande valeur ? que puisse acquerir la fonction s 
quand les variables x,y,s,... sont assujetties a verifier les conditions 

(i) “ = o, e = o, M' = o, ..., 

dont le nombre est inferieur ou egal a /z. Les valeurs de x,y, z, ..., 
qui correspondront a la valeur ; de s, pourront, ou ne verifier aucune 
des equations 

(^) a = o, ('=ro, rp = o, ..., 

ou verifier une ou plusieurs de ces memes equations. Dans le premier 
cas, s sera un maximum absolu de s, que Ton pourra determiner, 
abstraction faite des conditions (i), saufa s’assurer plus tard que ces 
conditions sont remplies. Dans le second cas, ? sera un maximum con- 
ditionnelde s. Voyons maintenaat comment on pourra determiner ces 
divers maxima, suit absolus, suit conditionnels. 

D^signons, a I’aide de la caracteristique A, des accroissements infi- 
nimeM petits, simultanement attribues aux variables et aux fonctions 
donnees, JLe^ue x, y, z, ... auront acquis des valeurs correspon- 
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(lantes a un maximum absolu de s, on aura 

(3) As<o, 

quels quo soient les accroissements infiniment petits Ax, Ay, As 

La formule (3) sufflra, comme on le sail, pour determiner complete- 
ment les valeurs de x, y, z, — On devra ensuife examiner si ces va- 
leurs satisfont aux conditions 

(4) u<.o, v<Q, n’<o, 

Cherchons maintenant les maxima conditionnels de s correspon- 
dants a des valeurs de x, y,z, ... qui verilient une seule des equa- 
tions ( 2 ), par exemple I’equation 

(5) ii-z=o. 

Alors on aura 

As < o 

pour toutes les valeurs de Ax, Ay, Az, . . . 
qui verifieront les conditions 

AuSo. 

D’ailleurs, ces dernieres formules, jointes a Tequation (5), suffiront, 
comme nous I’expliquerons tout a Theure, pour determiner complfete- 
ment les valeurs de x, y, z, — On devra ensuite examiner si ces va- 
leurs satisfont aux conditions 

( 7 ) , e<o, w<o, 

Cherchons encore les maxima conditionnels des correspondants a 
des valeurs de ic, y, z, ... qui verifient deux des formules ( 2 ), par 
exemple les equations 

(8) u = o, v — o. 

Alors on aura 

As < 0 

pour toutes les valeurs de Ax, Ay, Az, ... 
qui v6rifieront les conditions 

Am^o, Ap5o. 
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D’ailleurs, ces dernieres forraules, jointes aux equations ( 8 ), sufE- 
ronf, comme on le verra, pour determiner completement les valeurs 

Aecc,y, s, On devra ensuite examiner si ces valeurs de oc, y,s, ... 

satisfont aux conditions 

(10) fr<o, — 

On obtiendra. de la meme manibre, les formules qui devront etre 
verifiees, lorsque s acquerra un maximum conditionnel corrcspondant 
a des valeurs ie 3 c,y,z, ... , liees entre elles par trois, quatre, cinq, . . . 
des equations (2). II ne reste plus qu’a developper les formules ( 3 ), 
ou (6), ou (9), . . . , en considerant d’une maniere speciale le cas que 
Ton rencontre le plus frequemment, savoir, lo cas oil s, u, e, w, ... 

sont des functions continues de x, y, s, 

Supposons d’abord que les valeurs des variables x, y, z, ... corres- 
pondent a un maximum absolu de s. Alors ces variables etant indepen- 
dantes entre elles, si Ton nomme i une quantite infiniment petite, on 
pourra supposer 

Aar = t dx, Af=:t dy, As = i dz, . . . , 

et Ton aura 

(2 

l els — i~ — cl^ S “4“ .... 

2 

Gela pose, la formule (i) donnera 

{2 

t fits — d^s -I- . . . < 0, 

quel que soit le signe de i, et, par consequent, 

(11) ds = o, d^s<Co, 

quels que soientefc, dy, dz, Comme on aura d’ailleurs 

ds — Dg. ^ dx -t- Ry 5 dy -4- I)_g s dz -4- » * * , 

ia fpemibre des formules (i i) donnera 
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Si les valeurs cle x, j, z, . . . , tirees de ces dernieres equations, lai- 
saient evanouir d-s, il faudrait, comme Ton sait, recourir a la conside- 
ration des differentielles de s, d’un ordre superieur au second. 

Supposons, en second lieu, que les valeurs de x, v, z, ... corres- 
pondent a un maximum conditionnel de s, pour lequel se verifie la 
formule (5). Alors x pourra etre considere comme fonction de y, 
z, ...; et si, en designant par t une qiiantite infiniment petite, on 
pose 

Lz — idz, 

on aura 

Lx = t dx H dr X . 

2 

"ids -h—d^s -h..-, 

2 

Lu z=zidii~\ d^u H- . . . . 

2 

Alors aussi les formuies (6) clonneront, d’une part, 

. ([3) ds = o, 

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, ... propres a verifier la condi- 
tion 

(i4) ^du = o, 

et, d’autre part, 

(r5) ids <io 

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, . . . propres a verifier la condi- 
tion 

(16) idudo. 

Si Ton combine par voie d’addition la premifere des formuies (i3) 
avec la formule (i4) multipliee par un facteur indetermine X, on 
trouvera 

( 17 ) ds da = 0 

OMnvres de C. — S. I, t. X. ^7 
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oil, cc qui reviont an meme, 

(UjA’-t- /. D^u')dx-i- (Dy? + XDy Ji) c// H-. . . — o. 

Or, pn choisissant le facteur X de maniere a faire disparaitre, dans la 
dorniere formiile, le coefficient de t/j?, on obtiendra une equation qni 
devra subsister, quels que soientc?j, eh, On aura done alors 

^i8) Dx.sh-5^I)x« = D^.9 + X Dy w = o, 

Ces dernieres formules, jointes a I’equation (5), determineront com- 
pletement y, js, ... et X. D’ailleurs, ec, y, s, . . . , X etant ainsi deter- 
mines, I’equation ( 17 ) subsistera, non plus seulement pour les valours 
particulieres de e/ec, dy, di, ..., qui verifieront la condition (i 4 ). mais 
pour toutes les valeurs possibles de dx, dy, dz, .... Done alors la for- 
mule (f 5) sera reduite a 

— l.i du <C o ; 

et cette derni'ere condition, devant etre verifiee pour toutes les valeurs 
de dx, dy, dz, ... qui satisferont a I’equation (r 4 ). donnera 

(19) X<o. 

II est bon d’observer que, dans la seconde des formules (f 3), on peut, 
eu egard aux formules (i 4 ) et ( 19 ), supposer la valeur de d-s deter- 
minee par I’equation 

( DSs 4- X I) J jO -I- (D= s -1- X D = M ) ^ 0/2 . 

-f- 2 (Dj; Dy.? +• A Djj Dy W ) dx dy 

Done, non seulement on peut remplacer la seconde des formules (i3) 
par la suivante 

(21) dr S + \(P il <Z. O, 

que Ton en deduit imm 6 diatement, eu egard a I’equation (i4); naais, 
de plus, le premier membre de I’equation (31) se reduit a une fonc- 
tiott bomogfene de dx, dy, dz, savoir, a celle avec laquelle il coin- 
eide dans le cas oii les variables a?, y, z, ... deviennent independantes 
les aaes des autres. 
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Siipposons, en troisieme lieu, que les valeurs de .r, v, s, . . . corres- 
pondent a un minimum conditionnel de^pour lequel so verilient les 
formules (8). Alors x, y pourront etre consideres comme fonctions 
de :r, Alors aussi les formules (9) donneront, d’une part, 

{' 22 ) ds=ZO, d-S<CO 

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, . . . propres a verifier les condi- 
tions 

( 23 ) dii^o, dy-zzo, 

et, d’autre part, 

{ 24 ) ids<,o 

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, ... propres a verifier les condi- 
tions 

{ 20 ) t du < o, t, dv < o, 

I’un des signes •< pouvant etre ici remplace par le signe =. Cela 
pose, en raisonnant comme ci-dessus, on deduira aisement des for- 
mules precedentes, non seulement I’equation 

(26) ds + \du ->r [t.dv = 0, 

a laquelle on pourra satisfaire, quels que soient dx, dy, dz, . . . , si 
Ton choisit convenablement les facteurs indetermines X, ix, mais 
encore, en supposant les facteurs X, p. choisis comme on vient de le 
dire, 

(27) -f- -=0, DyS -h f^Dy e =: o, ..., 

( 28 ) >1 < O, fjt < o. 

Ajoutons qu’a la seconde des formules (22) on pourra substituer la 
suivante 

(29) -I- -f- p. ct'C < o, 

dont le premier membre se reduira, en vertu des formules (27), a une 
fonction bomogene de dx, dy, dz, — 
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On obtiendra, de la meme maniere, les formules correspondantes a 
iin maximum conditionnel de ^ pour lequel se verifieront trois, quatre, 
cinq, ... des equations (2). 

Le cas oii s doit etre un minimum peut etre ramene a celui que nous 
venons de trailer, par la simple substitution de — ^ a #. II est clair, 
en effet, que, si s devient un minimum, — s deviendra un maximum, 
et reciproquement. 

Lorsqu’on applique les principes ici etablis au probleme traite dans 
la seance du 19 avril, on arrive aux conclusions deja enoncees, que la 
condition (8) ou (g) de la page 281 est remplie pour toute valeur 
finie de A/, ou de A^. Mais on reconnait en meme temps que, pour 
obtenir la solution complete du probleme, il est necessaire de joindre 
a la consideration des deux maxima A*, A^ celle du maximum com- 
mun des trois faetorielles 0 , 0 ^., 0 ,^. C’est la, au reste, un point sur 
lequel je me propose de revenir prochainement. 


364 . 

Axalyse mathematique. — Memoirs sur les lieux analyliques. 

C, R.> T. XXIV, p. 885 (24 mai 1847). 

Considerons plusieurs variables x, y, z, ... et diverses fonctions 
explicitesa, w, ... de ces memes variables. A chaque systeme-de 
valeurs des variables y, z, ... correspondra generalement une 

valeur determinee de chacune des fonctions w, p, Si d’ailleurs 

les variables x^y^ z^ ... sont au nonibre de deux ou trois seulement, 
elles pourront etre censees representer les coordonnees rectangulaires 
d un point situe dans un plan ou dans Tespace, et par suite chaque 
systeme de valeurs des variables pourra etre cense correspondre a un 
point determine. Enfin, si les variables x, y, ou a?, y, 5, sont assu- 
lettieE a certaines conditions representees par certaines inegalites, les 
divefs Sysilmes de valeurs de x^ y, z^ pour lesquels ces conditions 
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seront remplies, correspondront a divei's points d’un certain lieu; et 
les lignes ou les surfaces qui limiteront ce lieu dans le plan dont il 
s’agit, ou dans I’espace, seront representees par les equations dans 
lesquelles se transforment les inegalites donnees quand on y remplace 
le signe < ou > par le signe =. 

Concevons maintenant que le nombre des variables x, >% 
devienne superieur a trois. Alors chaque systeme des valeurs de x, r, 
2 , . . . determinera ce que nous appellerons un point analytique, dont 
ces variables seront les coordonnees, et, a ce point, repondra une cer- 
taine valeur de chaque function dex,y,z, .... De plus, si les diverses 
variables sont assujetties a diverses conditions representees par des 
inegalites, les systemes des valeurs de x, y, z, pour lesquels ces 
conditions seront remplies, correspondront a divers points analytiques 
dont I’ensemble formera ce que nous appellerons un h'eu analytique. 
Ce lieu sera d’ailleurs limite par des enveloppes analytiques dont les 
^nations seront celles auxquelles se reduisent les inegalites donnees 
quand on y remplace le signe < ou > par le signe — . 

Nous appellerons encore droite analytique un systeme de points ana- 
lytiques dont les diverses coordonnees s’exprimeront a I’aide de fonc- 
tions lineaires donnees de I’une d’entre elles. Enfin, la distance de 
deux points analytiques sera la racine carree de la somme des carres 
des differences entre les coordonnees correspondantes de ces deux 
points. ' 

La consideration des points et des lieux analytiques fournit le 
moyen d’eclaircir un grand nombre de questions delicates, et spe- 
cialement celles qui se rapportent a la theorie des polynomes radi- 
caux. Elle confirme et laisse subsister, non seulement les formules 
et propositions 6tablies dans les Memoires que j’ai presentes en ib3o, 
et qui ont ete publics, soit dans le Bulletin de M. de Ferussac, soit 
dans Recueil des Memoires de V Academie, mais encore les formules 
et propositions que renferme mon Memoire du i5 mare de cette annee, 
sur les racines des equations aig6briques a coefficients entiers, et 
niemfe celles que contient le Memoire presente dans la seance du 
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On obtiendra, de la meme maniere, les formules correspondantes a 
un maximum conditionned de i pour lequel se verifieront trois, quatre, 
cinq, . . . des equations (2). 

Le cas oil s doit etre un minimum pent etre ramene a celui que nous 
venons de. trailer, par la simple substitution de — ^ a II est clair, 
en effet, que, si s devient un minimum, — s deviendra un maximum, 
et reciproquement. 

Lorsqu’on applique les principes ici etablis au probleme traite dans 
la seance du iQavril, on arrive aux conclusions dejii enoncees, que la 
condition (8) ou (9) de la page 281 est remplie pour toute valeur 
finie de A* ou de A^. Mais on reconnait en meme temps que, pour 
obtenir la solution complete du probleme, il est necessaire de joindre 
a la consideration des deux maxima A^, A* celle du maximum com- 
mun des trois factorielles 0 , 0 *, 0 ),. C’est la, au reste, un point sur 
lequel je me propose de revcnir procliaincment. 


364 . 

Analyse mathematique. — Memoire sur les lieux analyliques. 

G. U., T. XXIV, p. 885 (24 rnai 1847). 

Considerons plusieurs variables x, y, z, ... et diverses fonctions 
explicites u, p, ... de ces memes variables. A chaque systeme*de 
valeurs des variables x, y, z, ... correspondra generalement une 

valeur determinee de chacune des fonctions u, Si d’ailleurs 

les variables 07 , y, s, ... sontau nombrc de deux ou trois seulement, 
elles pourront etre censees representer les coordonnees rectangulaires 
d’un point situe dans un plan ou dans Tespace, et par suite chaque 
systfeme de valeurs des variables pourra etre cense correspondre a un 
point detenuine. Enfin, si les variables x, 7, ou x, 7, .s, sont assu^ 
Jetties a oertiines conditions representees par certaines inegalites, les 
divei^ OTSteines de valeurs de o?, 7, z^ pour lesquels ces conditions 
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seront remplies, correspondront a divers points d’un certain lieu ; et 
les lignes ou les surfaces qui limiteront ce lieu dans le plan dont il 
s’agit, ou dans Tespace, seront representees par les equations dans 
lesquelles se transforment les inegalites donnees quand on y remplace 
le signe < ou > par le signe =. 

Concevons maintenant que le nombre des variables x, y, z-, ... 
dcvienne superieur a trois. Alors chaque systeme des valeurs de x, y, 
determinera ce que nous appellerons un point analytique, dont 
ces variables seront les coordonnees, et, a ce point, repondra une cer- 
taine valeur de chaque fonction dex,y,z., .... De plus, si les diverses 
variables sont assujetties a diverses conditions representees par des 
inegalites, les systemes des valeurs de x, y, s, ..., pour lesquels ces 
conditions seront remplies, correspondront a divers points analytiques 
dont I’ensemble formera ce que nous appellerons un lieu analytique. 
Ce lieu sera d’ailleurs limite par des enveloppes analytiques dont les 
equations seront celles auxquelles se reduisent les inegalites donnees 
quand on y remplace le signe < ou > par le signe =. 

Nous appellerons encore droite analytique un systeme de points ana- 
lytiques dont les diverses coordonnees s’exprimeront a I’aide de fonc- 
tions lineaires donnees de I’une d’entre elles. Enfin, la distance de 
deux points analytiques sera la racine carree de la somme des carres 
des differences entre les coordonnees correspondantes de ces deux 
points. 

La consideration des points et des lieux analytiques fournit le 
moyen d’eclaircir un grand nombre de questions delicates, et spe- 
cialement celles qui se rapportent a la theorie des polynomes radi- 
caux. Elle confirme et laisse subsister, non seulement les formules 
et propositions etablies dans les Memoires que j’ai presentes en i83o, 
et qui ont ete publics, soit dans le Bulletin de M. de Ferussac, soit 
dans le Recueil des Memoires de V A cademie, mais encore les formules 
et propositions que renferme mon Mcmoire du i5 mars de cette annee, 
sur les racines des equations alg4briques a coefficients entiers, et 
meme celles que contient le Memoire presente dans la seance du 
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22 mars et dans les suivantes, efc relatif a la theorie des polynomes 
radicaux, sauf toutefois quelques modifications que je vais indiquer. 

Soit p line racine primitive de fequation 

if" rz: I ; 

soit, de plus, f(p) un polynome radical eta coefficients reels, repre- 
senfe par une fonction lineaire des diverses puissances de p. La me- 
thode du plus grand commun diviseur de deux polynomes radicaux 
a coefficients entiers et, par suite, la theorie des polynomes radicaux, 
pourront etre completement etablies pour une valeur donnee du 
nombre n, s’il est prouve que le polynome f(p) pent toujours etre 
decompose en deux parties, dont I’une soit un polynome radical a 
coefficients entiers, et dont I’autre corresponde a une factorielle 0 
plus petite que I’unite, les coefficients demeurant finis. II y a plus : 
quand il s’agira de fonder la methode et la theorie on question, on 
pourra, conformement a I’observation que j’ai faite dans la seance 
du 5 avril, prendre pour ©, non plus la factorielle, mais le module 
meme du polynome f(p), et substituer partout ce module a la facto- 
rielle que 0 representait auparavant; en consequence, il suffira de 
prouver que le polynome f(p) pent toujours etre decompose en deux 
parties, dont Tune soit un polynome radical a coefficients entiers, 
et dont I’autre offre un module inferieur a I’unite, les coefficients 
demeurant finis. 

Or, en premier lieu, il resulte des principes exposes dans les divers 
paragraphes de mon dernier Memoire, et sp6cialement dans le § II, 
page 256, que la decomposition dont il s’agit pourra etre effectuee 
pour un polynome radical compose de trois ou quatre termes au plus. 
Pour des polynomes radicaux composes d’un nombre quelconque de 
termes, la meme decomposition a 6te reduite a la solution d’un pro- 
blfeme de maximum ou de minimum. Mais cette reduction suppose 
2^6) fiue, parmi les diverses valeurs que pent acquerir 0 quand 
on, fait cpoitre ou decroitre d’une ou de plusieurs unites les coeflB- 
cients renfermes dans le polyndme f(p), il y en a une inferieure a 
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toutes les autres, et produite par des valeurs finics de ces coeffi- 
cients. G’est ce qui aura lieu, par exemple, si, n etant egal a 3, le 
polynonae f(p) se reduit, comme on peut alors le supposer, a un 
binome de la forme a 4 - Sp. C’est ce qui aura encore lieu toutes les 
fois que 0 deviendra infiniment grand pour des valeurs infinies des 
coefficients renferraes dans le polynomc f(p). Mais on concoit que 
cette derniere condition pourrait n’etre pas remplie, et alors la solu- 
tion du second probleme n’entrainerait pas necessairement la solution 
du premier. 

Comme je le montrerai dans un prochain article, la consideration 
des lieux analytiques est eminemment propre a guider le calculateur 
au milieu des difficultes que je viens de signaler. 

Dans la derniere seance, M. Liouville a parle de travaux de 
M. Kummer, relatifs aux polynomes complexes. Le peu qu’il en a 
dit me persuade que les conclusions auxquelles M. Kummer est 
arrive sont, au moins en partie, celles auxquelles je me trouve con- 
duit moi-meme par les considerations precedentes. Si 31. Kummer a 
faitfaire a la question quelques pas de plus, si meme il etait parvenu 
a lever tous les obstacles, j’applaudirais le premier au succes de ses 
efforts; car ce que nous devons surtout desirer, c’est que les travaux 
de tous les amis de la Science concourent a faire connaitre et a pro- 
pager la verite. 


365 . 

Theorie des nombres. — Sur la decomposition d’un polyndme radical a 
coefficients reels en deux parties, donl la premiire est un polyndme 
radical a coefficients entiers, et dont la seconde offre un module plus 
petit que I’ unite. 

C. R., T. XXIV, p. 943 ( 3 iniai 1847)- 


Simple enonce. 
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TnEoniE DES nombres. — Memoire sur dwerses propositions relatives 
a la theorie des nombres. 

C. R., T. XXIV, p. 996 (7 juin 1847). 

Des propositions diverses, relatives a la theorie des nombres, 
peuvent se deduire du tlieoreme fondamental que renferme mon 
Memoire du i5 mars dernier, et qui s’y trouve enonce dans les 
termes suivants : 

Theoreme. — Supposons que, X etant une fonction entiere. de x a coef- 
ficients enliers, V equation 

A'=z o 

soit irreductible; si une seule racine x de cette equation verifie une autre 
equation algebrique, et a coefficients entiers, ‘ 

<a{x)—o, 

alors la fonction ^ix) sera divisible algebriquement par la fonction X. 
Bone, SI, dans cette derniere, le fioefficient de la plus haute puissance 
de X se reduit a V unite, on aura 

4'(^) designant encore une fonction entidre de x, a coefficients entiers. 

Ce theoreme conduit surtout a des resultats dignes de remarque, 
dans Je cas oil les racines de I’equation 

peuvent etre exprimees par des fonctions entieres 

d \m& premiere racine x. Alors, en eflfet, si Ton prend pour x(cc) le 
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procluit de fonctions entieres et semblables des diverses racines, ct 
si les diverses fonctions sont a coefficients entiers, le produit 
quand on prendra pour x la racine en question, se troiivera reduit a 
un nombre entier I, et par suite la difference 

sera divisible algebriquement par X. Done, par suite, si I’on attribue 
ii X une valeur entibre qui rende X divisible par /, le produit yp'-r) 
sera lui-meme divisible par /. 

Supposons maintenant quo Ton designe par j une fonction entiere 
des diverses racines x, x,, x^, . . . , et soient 

7, J'i, 72, 

les valeurs distinctes que peut prendre 7 en vertu d’echanges operes 
entre les racines dont il s’agit. Alors les termes de la suite 

7 , 7i, 72 , 

seront les diverses racines d’une equation nouvelle, et rien n’empe- 
chera de prendre pour y/x) le produit de fonctions semblables des 
divers termes de cette nouvelle suite. Alors aussi on obtiendra encore 
des propositions analogues a cedes que je viens d’enoncer. 

• Ces diverses propositions, et les consequences qui s’en deduisent, 
comprennent, comme cas particuliers, ainsi qu on le verra dans mon 
Memoire, cedes qui se rapportent a la tlieorie des polynomes radi- 
caux, et specialement cedes que renferme un beau Memoire de 
'M. Kummer, presente a I’Academie par notre confrere M. Liouvide, 
dans une des precedentes seances. 

Parmi les theorbmes auxquels je suis parvenu, et qui sont relatifs a 
la tbeorie des equations binomes, je citerai les suivants : 

Soient n un nombre premier impair, / un nombre entier quel- 
conque, et g", A deux facteurs entiers dont le produit soit 6gal a 
71 — I, en sorte qu’on ait 

n~\ — gh. 


OEuvres df — S. I, t* X. 
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Soient, de plus, p une racine primitive de I’equation 

( I ,) 

rune racine primitive de I’equivalence 
(■2) «"==! (mod./), 

et s une racine primitive de I’equivalence 

(3) d;'‘-’==i (mod.«)- 

Enfin, supposons qu’apres avoir partage les racines imaginaires de 
I’equation (i) en h periodes, dont chacune comprenne g racines 
diverses, on nomme 

Po> PlJ ■ • • 1 p/i-1 

les h sommes dont chacune est formee avec les racines comprises 
dans une meme periode, en sorte qu’on ait 

(4) pi-rr ps'""‘+ ps’-'"+V. . . -H 
et posons 

( 3 ) -'14= {x — p^‘) {x — p^'“^‘). . .(x — pS<^->'‘+‘). 

Si Ton represente par f(p) le polynome radical et du degre n — i, 
auquel on pent reduire une fonction entiere des sommes 

Po> Pl> ■ - • > ph~\i 

la difiference 

f(^) — r(p) 

sera divisible algebriquement par la fonction et la difference 
par la fonction Xj,, 

De plus, si I’on represente par ce que devient quand on rem- 
place p par r dans le second membre de la formule (2), les divers 
termes de la suite 

/'ij **., 7*A-1 

represenferont A racines distinctes de Inequivalence 

^fc^i (mod./), 
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ft le produit 

i-j) *)] 

sera divisible par /. 

Il est bon d’observer que, dans le cas oii / est un noinbre compose, 
on sorte qu’on ait 

/=p>qV; 

p,q, ... etant des nombres premiers, et A, pi, ... des nombres tnitiors, 
les racines de I’equivalence (2) sont en nombre egal a 

m etant le nombre des facteurs premiers p, q Mais, parmi ees 

racines se trouvent des racines primitives, dont chacune doit etre 
elevee an moins a la puissance, quand on vent la transformer en 
une puissance equivalente a I’unite suivant le module n. Ajnutons 
que, si Ton nomme rune de ces racines primitives, les divers termes 
de la suite 

^ ■ T 7* 7'“ »*W~1 

representeront n racines distinctes de I’equivalence (2). 

Dans un autre ai’ticle, je roviendrai sur ce sujet, et je comparerai 
les resultats auxquels je suis conduit, dans la theorie des polyndmes 
radicaux, avec ceux qu’a obtenus M. Kummer. 


367 . 

Theorie des nombres. — Sur la decomposition d’un nombre entier 
en facteurs radicauoc. 

G. R., T. XXIV, p. 102a (li jain 1847). 

Soientn, deux nombres entiers quelconques; soient encore 


1, a, b. 


II ^ by n — a, n — i 
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les entiers iiiferieurs a n, mais premiers a n, et jfi le nombre do ces 
entiers. Enfin, soit p uno racine primitive de Tequation 

(1) 

et supposons le nombre entier decompose d’une maniere quel- 
conque en facteurs radicaux, en sorte qu’on ait 

(2) Ot, = ffl(p)x(p) lilp) • • -^(P)' 

?(?). x(?). Kp). •••. cy(p) etant des polynomes radicaux a coeffi- 
cients entiers. Si parmi ces polynomes plusieurs se reduisaient a des 
diviseurs de I’unite, c’est-a-dire a des polynomes auxquels correspon- 
drait la factorielle i, lour produit serait encore un diviseur de Tunite; 
et, par consequent, on pourra toujours admettre que, parmi les divers 
facteurs compris dans le second membre de la formule, un seui, ^(p), 
est diviseur de I’unite. On pourrait meme, 'si Ton voulait, se debar- 
rasser entierement de ce facteur, en le reunissant a I’un des autres 
par voie de multiplication. 

Soient maintenant 

a, b, c, ... 

les nombres entiers qui representent les facteurs premiers et distincts 
de n, en sorte qu’on ait 

(3) «=;a“b®cT, 

les exposants a, S, y, ... etant eux-memes entiers; et posons 



Les racines primitives de Liquation (i) pourront etre representees 
par les divers termes de la suite 

(5) p, p®, p*, ..., p-“, p-6, p-1, 

el serout precis6ment les m racines de l’4quation irreductible 

( 6 ) jr=o. : 
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Cela pose, concevons que la lettre caracteristique N, placee clevant un 
polynome radical a coefficients entiers, indique le nombre entier qui 
represente la factorielle correspondante a ce meme polynome, en sorte 
qu’on ait generalement 

(;) N 9(p) = o(p) a(p«) o(p*j . . . o(p-* j 9(p-« j 9(p->,). 

Comme I’equation (2) continuera de subsister, quand on y remplacera 
la racine primitive p par Tun quelconque des m termes de la serie (o'), 
on tirera de cette equation 

(^5) OT.'«=N9(p) Nx(p)N'A(p)...N5j(p). 

De plus, nr(p) etant le seul diviseur de I’unite compris dans le second 
membre de la formule (2), on aura 

( 9 ) Nro(p)r=i, 

tandis que les factorielles 

N®(P), Nx(p), N^(p), ... 

representeront des nombres entiers distincts de I’unite, dont le pro- 
duit, en vertu de la formule ( 8 ), devra etre egal a at/”. Si d’ailleurs on 
nomme 

P, q, 

les entiers qui representent des facteurs premiers et distincts de ift,, 
en sorte qu’on ait 

(10) = 

la formule ( 8 ) donnera definitivement 

(11) /j>‘'"9(I'«...= N9(p) Nx(p)N4;(p)...; 

et comme cbacune des factorielles comprises dans le second membre 
de cette dernibre bquation sera un nombre entier distinct de I’unite, 
il est clair que le nombre de ces factorielles, ou, ce qui revient au 
meme, le nombre des facteurs de at, qui ne divisent pas I’unite ne 
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pourra surpasser le nombre total cles facteurs du produit 
c’est-a-dire le nombre 

( A P' “f“ ^ ni, 

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

TuEORfeME 1. — Supposons un nombre entier quelconque at. decompose 
d’une maniere quelconque en facteurs radicaux. Ceux de ces facteurs qui 
Tie seront pas diviseurs de V unite seront en nombre inferieur ou tout au 
plus egal au nombre total des facteurs entiers et premiers de ou, ce 
qui revient au m&me, au produit du nombre total des facteurs premiers 
de 3b par le nombre m des entiers inferieurs et premiers a n. 

Corollaire. — 11 suit evidemment du theoreme I que, si Ton par- 
vient a decomposer un nombre premier en facteurs radicaux, puis ces 
facteurs en d’autres de meme forme, et ainsi de suite, on arrivera 
bientot a des facteurs radicaux premiers, un facteur premier etant 
celui qui ne peut se decomposer en deux autres dont aucun ne soit 
diviseur de I’unite. 

Revenons mainfenant a I’equation (2). En vertu d’un theoreme fon- 
damental enonce dans la seance du i5 mars (voir le theoreme III de la 
page 233), cette equation entrainera la suivante 

(12) X = 9 (^)x(a?) . . . nr(j?) + jrf(A-), 

f(a;) etant une fonction entiere de a; a coefficients entiers. D’autre 
part, si les nombres a et x sont tels qu’on puisse satisfairo a I’equiva- 
lence 

ic" — 1 = 0 (mod.X), 

toute racine primitive r de cette 6quivalence verifiera certainement la 
formule 

A'so (mod. azi), 

amsi qu’on peut le conclure de Tequation (4). Done alors la for^ 
mule (12) donnera 

■ 9{r-)7Sf')>^{r)...Ts{r)^o 


(mod. -%) 
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Mais, (1 autre part, 1 equation (7), que Ton peut ecrire comnie il suit 
N o{o) “ 9(0) 9(p‘*j . . , o(p"-«) 9{p"-“^), 
entrainera la formule 

(16) ^^?(p) ^ 9 (‘^) 9(.r"-^ j 

f{x) etant encore une fonction entiere de x k coefficients entiers. 
Done, en remplagant x par r, et ayant egard a Inequivalence iT4), on 
trouvera 

(J7 ) N <p(p) ™ 9(7') o(r'*) , . . 

puis, en substituant ro(p) a (p(p), et ayant egard a Tequation (9), on 
obtiendra la formule 

(18) ’ I mod. 3 b), 

en vertu de laquelle les nombres et 10(7*) seront necessairement 
premiers entre eux. Done la formule (i 5 ) donnera simplement 

(ig) ^ir)xir)^{r) ,.,^0 (mocLIK^), 

et Ton pourra enoncer la proposition suivante : 

Theoreme I. — Supposons le nombre x decompose en facteurs radi- 
caux formes avec la racine primitive p de V equation 

etla decomposition effectuee^ comma on peut toujours radmettre, dema- 
niere que parmi ces facteurs radicaux, Van, an plus, divise Vunite, Si 
Von nomme 

?(p)» x(p)> 4 '(p)» ••• 

les facteurs de 3^ quine divisent pas V unite; sid'aiUeurs les nombres n, 
X sont tels, que Von puisse satisfaire par des nakurs entieres de x a 
Vequivalence 


(mod. 3 ^), 
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toute racine primitive r de cette equivalence rendra le produit 

9(r)x{r)<ij{r). . . ' 

divisible par S)X=. 

Corollaire. — Si at, sc reduit a un nombre premier p, la formule (19) 
entrainera Tune des snivantes : * 

( 20 ) 9 (r) = o, yjr)=o, l|^(7•)=:o, ... (mod.js). 

Les propositions et formules precedentes fournissent immediate- 
ment, quand n est reduit a un nombre premier impair, plusieurs des 
resultats auxquels est parvenu M. Kummer. 

Lorsqu en supposant n premier et impair, on pose, dans la for- 
mule (16). 

^ ZZZ I, 

la fonction 

X — J 

se reduit precisement au nombre n, et, par suite, la formule (16) 
donne 

N 9 (p) = [o(i)]«-i (mod. n). 

Cette derniere equivalence, etant combinee avec un theoreme connu 
de Fermat, entraine, ainsi que M. Kummer I’a remarque, la proposi- 
tion suivante : 

XHEORbME III. — Lorsque n est un nombre premier impair, la facto- 
nelle correspondante au polyndme radical <p(p) est equivalente a I’ unite, 
suivant le module n, excepte dans le cos oii (p(i) est divisible par n, et, 
dans ce dernier cos, eUe devienl divisible elle-mSme par n. 

Observons encore que, si n est un nombre premier et impair, 

1 equation (7) pourra 6tre presentee, non seulement sous la forme 

N<?(p) =<p(p) 9(pi) , . . <p(p»-i), 

mats encore sous la forme 

, , .J^-<P(p)=9(p.),9(pO<p(p^=)..,(p(p.'-»), 



EXTRAIT N® 367. 
s etant une racine primitive de I’equivalence 


303 


(24) a;«~> = i (mod. 72). 

Soient, dans cette meme Iiypotliese, g, h deux entiers lies entre eux 
par I’equation 

n — i = gh, 

et posons 

(25) ® (p) = ?(p) f (p‘*) 9(p^='') . . . 

L’equation (23) donnera 

(26) N9(p) = #(p)$(p7)...$(pi'-‘). 

Ajoutons que, si les deux premiers des facteurs renfermes dans le 
second membre de la formule (25) deviennent egaux, tous ces fac- 
teurs seront egaux les uns aux autres, et que, par suite, 9(p) sera une 
fonction symetrique de 

P, pS p* , p^ . 

Alors aussi les formules (aS), (26) donneront 

( 27 ) , ®(p) = [®(p)]^ 

(28) N9(p) = [® (p) <p(p*) . . . ffl(p*'‘“‘)K, 
et le produit 

?(p)?(pO---9(p'‘“’) 

sera reduit a un nombre entier. II y a plus : on reconnaitra facilement 
que si, dans la suite 

®(p)> 9(p^). •••> 9(p“"'‘). 

plusieurs termes deviennent egaux, ces termes sont de la forme de 
ceux que comprend le second membre de la formule (aS), et Ton en 
conclura immediatement, avec M. Kummer, que la factorielle N®(p) 
prendra la forme indiquee par I’equation (a8). 

Supposons maintenant que p soit un nombre premier de la forme 

OEuvrea de C. — S. I, t. X. ^9 
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nx 4 - 1 . Soit encore G une racine primitive de I’equation 

(29) 

t une racine primitive de Tequivalence 

(30) a:r-‘ = i (mod./)); 

et, en designant par • • • des nombres entiers quelconques, pre- 
nons 

(31) = 0 + 

On aura (voir les Memoires inseres dans le Bulletin de M. de Ferus- 
sac, de 1829 , et dans le Tome XVII des Memoires de I’ Academic des 
Sciences), 

( 62 ) 0^0/=R*,/0/t4./, 

R*,; etant un polynome radical a coefficients entiers ; et, si Ton pose 

R*./=f(p)> 

on aura encore 

(33) /) = f(p)f(p-‘), 

pourvu que les entiers k, I et k -h I soient premiers a n. Or, en vertu 
de la formule (33), tout nombre premier de la forme nx i sera de- 
composable en facteurs radicaux. Mais on doit observer que, dans la 
formule (33), f(p), f(p“') ne seroiit pas generalement des facteurs 
premiers de p. Dans tous les cas, si Ton decompose chaque facteur 
non premier de p en facteurs nouveaux, et si Ton pousse la decompo- 
sition aussi loin que possible, on finira par obtenir des facteurs pre- 
miers de p. Soit(p(p) un de ces facteurs premiers, en sorte que Ton 
ait 

(34) p=:(p(p)5^(p), 

X(p) un nouveau polynome a coefficients entiers. L’equation (34) 
continuera de subsister, quand on y remplacera p par Fun quelconque 
, des termes de la suite 

P, p^ p», ..., p»-«. 
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Done p aura pour facteur premier Tun quelconque des termes de la 
suite 

?(p). 9(p"), ■■■, ?(?“-*); 

et, comme on tirera de la formula ( 34 ), 

(35) = N9(p)Nx(p), 

No(p) ne pourra etre qu’un diviseur de e’est-a-dire p on une 
puissance de p. En designantpar jj^cette puissance, on aura 

(36) /)’'=N9(p)9(pD...9(p'‘-D. 

Au reste, si le nombre n est tel, que les theoremes relatifs a la de- 
composition des norabres entiers en facteurs premiers subsistent, 
quand on substitue des facteurs entiers aux facteurs radicaux, alors, 
en raisonnant comme dans un precedent Memoire (voir la seance du 
5 avril, page 272), on prouvera j 1° que les facteurs 

?(p)> 9(p"h 9(P''~’) 

seront premiers entre eux ; 2° que leur produit ou la factorielle N (p(p) 
diyisera le nombre p dont elle ne pourra differer. Done alors le 
nombre X devra se reduire a I’unite dans la formule ( 36 ) qui coinci- 
dera elle-meme avec la formule (18) de la page 272, en sorte qu’on 
trouvera 

( 37 ) ;3 = Nffl(p)=:<p(p)<p(p=)...ffl(p"-‘). 

Alors aussi (voir la seance du 22 mars dernier, page aSa), on aura 
necessairement ** 

(38) = 

A, B etant deux nombres entiers. Mais il n’est pas toujours possible 
de choisir A, B de maniere a verifier eette derniere equation. Si, pour 
fixer les idees, on prenait n = p = 47, I’equation ( 38 ) donnerait 


188 = 235 *, 
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et ne pourrait se verifier que pour des valeurs de B^- positives et infe- 

rieures a 

23 “^23’ 

par consequent pour des valeurs de B positives et inferieures a 3. Or, 
comme ea attribuant successivement a B les valeurs i et 2, on obtient 
pour valeurs correspondantes de la difference 

188 — 235% 

les deux nombres i65, 96, clont aucmi n’est un carre parfait, nous 
devons conclure, avec M. Kummer, que les theorfemes relatifs a la de- 
composition des nombres entiersen facteurs premiers ne s’appliquent 
pas aux polynomes radicaux, pour des valeurs quelconques de n, et 
cessent, par exemple, d’etre applicables, quand on suppose n = 23. 

II reste a examiner ce que devient la formule (36) quand elle ne se 
reduit pas a la formule (37), et a montrer le parti qu’on peut tirer 
alors des principes etablis dans la precedente seance. C’est ce que 
nous verrons dans un autre article. 


368 . 

Theorie des nombres. — Memoire sur les facteurs modulaires 
desfonctions entieres d une ou de plusieurs variables. 

C. R., T. XXIV, p. II 17 (28 juin 1847). 

Les formules que Ton designe en Algebre sous le nom liquations 
se trouvent remplacees, dans la theorie des nombres, par ce qu’on 
a nommd des equimlences ou des congruences relatives a un module 
donne. On sait que le nombre des racines r6elles d’une Equation ne 
peut surpasser son degrd, et Ton peut en dire autant du nombre des 
racines reeiles d’une Equivalence, lorsque le module est un nombre 
premier. On sait encore que le premier membre d’une equation alge- 
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brique a coefScients reels est toujours decomposable en faeteurs reels 
du premier ou du second degre, dans le cas meme ou cette equation 
n’olfre pas de racines reelles, et que cette decomposition, quand le 
nombre des faeteurs est le plus grand possible, ne pent s’effectuer 
que d’une seule maniere. II importait de voir s’il existait des propo- 
sitions analogues pour les premiers membres des equivalences alge- 
briques, dont, jusqu’a ce jour, on a cesse generalement de s’occuper, 
quand leurs racines reelles venaient a disparaitre. Telle est la ques- 
tion que j’ai voulu approfondir, et que je suis effectivement parvenu 
a resoudre, comme on le verra dans le present Memoire. Je me bor- 
nerai, dans cet article, a indiquer sommairement les principaux resul- 
tats de mes recherches, le Memoire devant etre prochainement publie 
dans mes Exercices d’ Analyse et de Physique malhematique. 

Soient x, y, s, ... diverses variables et n un module entier quel- 
conque. Deux fonctions entieres i%x,y,z, .... a coefficients entiers, 
seront dites equivalentes entre elles, suivant le module n, lorsque, pour 
des valeurs entieres quelconques A&x, y,5, . . . , la difference de ces 
deux fonctions sera divisible par n. Lorsqu’une fonction sera equiva- 
lente au produit de plusieurs<autres, chacune de ces dernieres sera ce 
que j’appellerai un diviseur ou facteur modulaire de la premiere. Un 
facteur modulaire sera irreduciible lorsqu’il ne pourra etre decompose 
en faeteurs du meme genre. Considerons en particulier une fonc- 
tion Hyc) de la seule variable x, cette fonction etant toujours entiere 
et a coefficients entiers. Si le module n est un nombre premier, alors, 
d’apres un theoreme connu de Fermat, on aura pour une valeur entiJire 
quelconque de x, 

(1) (mod. n); 
et, par suite, dans une equivalence de la forme 

( 2 ) f(^) = 0 , 

le degre du premier membre pourra toujours etre abaissd au-dessous 
de n. Cet abaissement etant eflPectue, le nombre des racines r6elles de 
I’equi valence ( 2 ) ne pourra surpasser le degre de cette equivalence. 
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Done J’equivalence iie pourra subsister pour une valeur entiere quel- 
conque de x, et une fonction ^{x), d’un degre iiiferieur a n, ne pourra 
etre equiyalente a zero, qu’autant que chacun des coefficients compris 
dans f(a;) sera equivalent a zero, e’est-a-dire divisible par n. 

Si le module n cesse d’etre un nombre premier, en sorte qu’on ait 

( 3 ) n-p^qv-..., 

p,q, ... designant les facteurs premiers de zt ; si d’ailleurs on nomme 
iV I’indicateur maximum correspondant au module n, tout nombre 
entier x premier a n verifiera la formule 

(4) (mod. n). \ 

Par suite, si Ton nomme co le plus grand des exposants >., p. un 

nombre entier quelconque x verifiera la formule 

(5) = (mod. n). 

Doncalors, dans I’^quivalence ( 2 ), le degre de f(m) pourra toujours 
etre abaisse au-dessous de la limite iV-+- m, qui, elle-meme, est infe- 
rieure au module n. 

Revenons maintenant au cas ou le module n est un nombre pre- 
mier, le degre de f(aj) etant, -comme on peut le supposer, inferieur 
a n. Alors, en s’aidant de quelques formules etablies dans le premier 
Volume des Exercices de Mathematiques, page 160 (’), on arrive aux 
propositions suivantes : 

THEORiaiE I. — Le module n etant un nombre premier, une fonction de 
f(a3) a coefficients entiers ne peut itre ddcomposee que d’une seule maniire 
en facteurs modulaires irriductihles, dans chacun desquels le coefficient 
de la plus haute puissance de x peut dtre supposd rdduit a I’unitd. 

Te6orI:me II. — Les mdmes choses dtant posdes que dans le thdorime 
prdeddent, concecons que la fonction f(x) soit dquivalente au produit de 
plusieurs facteurs modulaires f(x), x(^)> • • • , cn sorte quon ait 

f(^) = f(^)z(a;)(J;(»)... (mod.w). 

4e Carnhy, S. II, T. VI, p. 202 . 
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Si Von designe par u{x) unfacteur modulaire irreductible, ce dernier 
ne pourra dmser i{x) sans dimer Vun des facteurs o{x), y{x), 
^h{x)y 

TuEORfiME III. Les memes choses etanl posees que dans les ilieorenies 
precedents, nommons 

a, 6, y, ... 

les racines reelles ou imaginaires de V equation algebrique 

( 7 ) 7U(^)=:0, 

quon obtient en egalant d zero le facteur modulaire et irredactible, repre- 
sente par le facteur La fonction f(i37) sera ou ne sera pas dinsible 

parvs^x'), suimnt que la condition 

(8) f(a) f(6) f(y). . o (mod. ai) 
sera ou ne sera pas satisfaite. 

Theory IV. — Tout commun dimeur modulaire de deux fonctions 
entiires f(^), V(x) dime necessairement leur plus grand commun dm- 
seur. 

Pour montrer une application de ces principes, supposons 72 = 19, et 

ZZZX^ I. 

Puisque, en prenant pour x un nombre entier quelconque, on aura 

(mod./?), 

et que le plus grand commun diviseur modulaire des deux binomes 

<^19 — ^5 — j 

sera le plus grand commun diviseur algebrique x — i, Pequivalence 

— 1 = 0 

n’aura qu’ime seule racine r6elle, savoir, Tunite; et la fonction 

— 1= (a? — i) ^ 4 -^ -H i) 
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n’aura qu’un seul diviseur lineaire du premier degre, savoir x — i. 
Done, en vertu du theoreme I, le facteur modulaire 

^3 _[_ ^2 ^ ^ I 

sera ou un facteur irreductible, ou le produit de deux facteurs irre- 
ducfibles du second degre. Cette derniere hypothese est la veritable : 
on a, en effet, 

^ -H r ^x -hi) -h 

et, par consequent, 

x^ -h 30 ^ -h oc- -h X -h (^2 — 4^ -j-i) 5^ (mod. ig). 


369 . 

Analyse algebrique. — Mimoire sur une nouvelle theorie des imaginaires, 
et sur les racines symholiques des equations et des iquivalences. 

C. R., T. XXIV, p. 1120 (28 juin 1847). 

Preliminaires. 

Les geometres, surtout ceux qui s’efforcent de contribuer aux pro- 
gres des Sciences mathematiques , ont ete quelquefois accuses de 
parler une langue qui n’a pas toujours I’avantage de pouvoir 6tre 
facilement comprise, et de fonder des theories sur des principes qui 
manquent de clarte. Si une theorie pouvait encourir ce reproche, 
e’etait assurement la theorie des imaginaires, telle qu’elle etait gene- 
ralement enseignee dans les Traites d’AIgbhre. C’est pour ce motif 
qu’elle avait specialement fixe mon attention dans I’Ouvrage que j’ai 
publie, en 1821, sous le titre Analyse algihrique, et qui avait pre- 
cis6ment pour but de donner aux methodes toute la rigueur que Ton 
exige en Geometrie, de maniere a ne jamais recourir aux raisons tirees 
de la genfiralite de TAlghbre. Pour remedier k I’inconvenient signale, 
I’avais consider^ les equations imaginaires comme des formulas sym- 
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boliques, c’est-a-dire comme des formiiles qui, prises a la leUre et 
interpretees d’apres les conventions generalcment etablies, sont 
inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on pent deduire 
des resultats exacts en modifiant et alterant, selon des regies fixes, 
on ces formules, ou les symboles qu’elles renferment. Cela pose, il 
n’y avait plus nulle necessite de se mettre I’esprit a la torture pour 
chercher a decouvrir ce que pouvait representer le signe symbo- 
lique \‘—i, auquel les geometres alleinands substituent la lettre i. 
Ce signe ou cette lettre etait, si je puis ainsi m’exprimer, un outil, 
un instrument de calcul dont I’introduction dans les formules per- 
mettait d’arriver plus rapidement a la solution tres reelle de ques- 
tions que Ton avait posees. Mais il est evident que la theorie des 
imaginaires deviendrait beaucoup plus claire encore etbeaucoup plus 
facile a saisir, qu’elle pourrait etre mise a la portee de toutes les intel- 
ligences, si Ton parvenait a reduire les expressions imaginaires, et hi 
lettre i elle-meme, a n’etre plus que des quantiles reelles. Quoiqu’une 
telle reduction parut invraisemblable et meme impossible au premier 
abord, j’ai neanmoins essaye de resoudre ce singulier probleme, et, 
apres quelques tentatives, j’ai ete assez heureux pour reussir. Le 
principe sur lequel je m’appuie semble d’autant plus digne d’atten- 
tion qu’il peut etre applique meme a la theorie des nombres, dans 
laquelle il conduit a des resultats qui meritent d’etre remarques. 
Entrons maintenant dans quelques dMails. 


L — Sur les equations symboliques et sur leurs racines. 
Application d la theorie des imaginaires. 


Les deux lettres I, m designant deux nombres entiers, les notations 
admises par les geometres offrent plusieurs moyens d’exprimer que 
ces deux nombres, divises par un troisieme n, fournissent le meme 
reste, ou, en d’autres fcermes, que I est equimlent a m suivant le 
module n. Ainsi, en particulier, on peut ecrire, avec M. Gauss, 


(0 


l^m 
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(mod. n). 


4o 
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Parpiilement, etant donnes deux polynomes ©(a?), x(a;) dont chacun 
soil line fonction entiere de la variable cc, si Ton veut exprimer que 
res deux polynomes fournissent le meme reste, quand on les divise 
algebriquement par un troisieme u(cc), ou, en d’autres termes, que 
©(a?) est equivalent a suivant le module m(x), on pourra ecrire, 
fomme on I’a deja fait (voir le Memoire de M. Kummer insere dans le 
Journal de M. Crelle, XXX® Volume, 2® Gahier), 

( 2 ) 9 (d’) = x(x) [mod. OT(.t:)]. 

3 Iais il est clair que, a I’equivalence (2), on pourrait substituer I’equa- 
tion 

(3) R ®(ic) = R;i(;(aj), 

si Ton designait a I’aide de la leiire caracteristique R, placee devant une 
function entiere de x, le reste qu’on obtient quand on divise cette fonc- 
tion par ts(x'). Alors aussi, en nommant ((x) une fonction entiere divi- 
sible exactement par u(x'), on aurait 

(a) Rr(aj) = o. 

Ce n’est pas tout. Au lieu de placer une lettre caracteristique R 
devant une fonction entiere ?(a;), pour indiquer le reste qu’on obtient 
quand on divise cette fonction par vs(x), on pourrait convenir que Ton 
se servira, pour cette indication, d’une lettre symbolique substituee a 
la variable x, dans la fonction elle-meme. Soit i cette lettre symbo- 
lique. La seule presence de la lettre i, substituee a x dans une fonc- 
tion entiere o(x'), indiquera que, avant de poser dans cette fonc- 
tion x — i, on doit la reduire au reste de sa division par cj(ir), et alors 
la formule ( 3 ) pourra s’ecrire comme il suit : 

ta.ndis que la formule ( 4 ), qui suppose la fonction f(ai) divisible par 
^(.33),, donnera 
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(]omme la plus simple ties fonctions clivisibles par le tliviseur raia") 
e.st ce tliviseur lui-memc, la plus simple ties equations symboliqui's 
de la forme (6) sera 

(7) 

Si la fonction i'(x) n’a pas zs(x) pour diviseur, alors, en nommaiil 
n(tc) le quotient, et le reste qu’on obtient en divisant ffx > [lar 
vs(x), on aura 

(8) f(a?) — n(x) 5I(.37) 

par consequent 

(9) f(i) = n(j)cj(j) + >1^(0. 

et, eu egard a la formule (7), 

( 10 ) f(0 = t(0. 

Mais il importe d’observer que, si I’equation (9) se reduit a la for- 
mule symbolique (10), cela tient uniquement a la convention adoptee, 
suivant laquelle on doit, dans le second membre de I’equation (9), 
elfacer le terme qui renferme ties que Ton substitue i kx. Si, 

apres cette substitution, Ts(i) se reduit a zero, c’est en vertu de la 
convention dont il s'agit, i pouvant d’ailleurs etre numeriquement 
egal a unc quantite reelle quelconque, qui, prise pour valeur de x, 
pourra fournir pour une valeur trcs differente de zero. 

Pour nous rapprocher, autant que possible, du langage algebrique 
generalement admis dans la theorie des imaginaires, nor^ dirons que 
i est une racine symbolique de I’equation caracteristique 

(n) cj(a;)=o, 

et meme de I’equation 

(12) , f(.a;) = 0 

quand f(a;) sera divisible par tj(a;) : mais au mot racine symbolique 
nous n’attacherons pas I’idee d’une valeur de x pour laquelle wfa;’) on 
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i’(x) devienne numeriquement egal a zero; et, tandis que les racines 
reelles d’une equation algebrique en x, par exemple de I’equation (12), 
dcvront annuler le premier membre i(x), une racine symbolique i de 
la merae equation devra faire evanouir, non pas f{x), mais le reste de 
la division de f(x) par un certain diviseur ts(x), et meme faire eva- 
nouir ce reste, quel que soit x. 

Lorsque, u(x) etant du degre n par rapport a la variable x, f(x) 
represente une fonction entiere quelconque dea;, le reste qu’on 
obtient en divisant f(a;) par w(x), est generalement de la forme 

Ua, a,, .... (3„_, designant des quantites constantes; et pour que ce 
reste s’evanouisse, quel que soit x, il faut que Ton ait 

(4) a(,= o, a,=:o, a,_—0, a„_i = o. 

Done alors la formule (6), ou 

f(*) = 0, 

que Ton peut reduire a 

d/(j) = o 

ou, ce qui revient au m6me, a 

i'-l- . . . 4- a„_| o, 

entraine les conditions (i4). Done Tequation symbolique (6) ou (16) 
equivaut, en^ealite, '& ces conditions, exprimees par n equations dis- 
tinctes. On arriverait a la meme conclijsion, en observant que, dans 
I equation (16), la lettre symbolique i represente une quantite reelle 
indeterminee, a laquelle on peut attribuer telle valeur que I’on voudra. 
Or, e-n posant i = 0, on tire de la formule (16) 

^0 — ; 

eteomme, en vertu de cette derniere condition, I’equation (16) peut 
^tre reduite a 

a, «■ -h aij -h . . . -f- a„_i 1 — o, 
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on aura encore, i restant arbitraire, 

+ <2*2 i 4“ • * . -4~ rri o. 

Si maintenant on pose do nouveau i = o, on obtiendra la condition 

«i = o; 

et, en continuant de ineme, on finira par deduirc de I’equation (i6) 
chacune des conditions (i4)- 

Une tlieorie nouvelle et rigoureuse des formules et des equations 
imaginaires se deduit immediatement des principes generaux que 
nous venons d’exposer. Pour obtenir cette nouvelle tlieorie, il sutfil 
de reduire le diviseur xs{x') au facteur binome et, par con- 

sequent, de prendre pour point de depart cette convention fonda- 
mentale, que la lettre symbolique i, substitute a la lettre x dans une 
Ibnction entiere f(a?), indiquera la valeur que recoit, non pas cette 
fonction f(^). naais le reste de la division algebrique de f(a7) par 
£c--+- 1, quand on attribue a a; la valeur particuli'ere i. Cette conven- 
tion etant adoptee, on aura, en supposant ^{x) divisible para;--i-t, 

( 17 ) f(0=o. 

Alors aussi la quantite indeterminee i sera une racine symbolique de 
I’equation 

( 18 ) f(a;)=:o, 
qui sera reduite a 

(19) i2;®-4-l=:o, 

si I’on suppose f(a?) = 4- i . II est vrai que la formule (t 8) pourrait 

ne pas avoir de racines reelles, et que, effectivement, elle n’en a 
point quand elle se reduit a I’equation (19), attendu que, pour toute 
valeur reelle de x, le premier tnembre de cette equation acquiert une 
valeur tres dilFerente de ztro, et superieure a I’unitt. Mais, suivant la 
remarque deja faite, dire que i est racine symbolique d’une equation 
caracleristique en x du degre n, ce n’est pas dire que cette equation est 
satisfaite quand on prend i pour valeur de x, c’est-a-dire seulement 
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quo la substitution de j a a; dans unc fonction enlibre t(cc) de la 
variable x indique le reste qu’on obtient quand, apres avoir decom- 
pose cette fonction en deux parties, dont Tune soit dii degre n~i, 
et dont I’autre ait pour facteur le premier membre de I’equation carac- 
teristique, on a soin, avant de poser x = i, d’effacer la seconde partie, 
comme si le premier membre de I’equation caracteristique devenait 
nul pour une valeur de x egale a i. Dans le cas particulier qui nous 
occupe maintenant, I’equation caracteristique se reduit a la for- 
raule (19), et la formule symbolique 

(20) i--f-Ir=rO 

exprime simplement que zero est le reste de la division de x^- 1 par 

le premier membre de Fequation caracteristique on, ce qui 

revient au memc, le reste de la division de par Alors 

aussi, pour exprimer que deux fonclions entieres 9 (a?), y^x), etant 
divisees par a;- -f- 1 , fournissent le meme reste, on ecrira 

(21) 

Supposons, pour fixer les idees, que o{x), divise par a;- -f- 1, donne 
pour reste a ■+■ hx, et que yj^x'), divise par a?" + r, donne pour reste 
c -}- dx, les quatre lettres a, b, c, d designant des quantites constantes. 
La formule (21) pourra etre reduite a 

(22) a hi — c •+• di', 

et, comme elle devra se verifier, quel que soit i, elle entrainera les 
deux equations 

( } a — c, b — d, 

dont on obtiendra la premiere en posant i = o. 

La formule (21) est ce qu’on a nomme une equation imaginaire. La 
lettre symbolique i, renfermee dans cette equation, doit etre consi- 
derbe, d apres la theorie nouvelle, comme une quantite reelle, mais 
indbterminfre , I laquelle on pourra donner telle valeur que Ton 
Aoudra, et tebme une valeur nulle, quand on posera = i dans les 
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fonctions et x(^)> apres avoir reduit chacune de ces tonctioiis 

au reste de sa division par x--hi. Ajoutons que toute equation iina- 
ginaire pouvant etre ramenee a la forme (‘^a) sera toujours decom- 
posable, comme I’equation ( 22 ), en deux equations reelles, dont 
aucune ne renfermera plus la iettre i. 

Comme, en vertu de la formule ( 20 ), on aura 


et, par suite, en nommant m un nombre entier quelconquc, 

=1, 

j-4»,+2 = — I , j3 — _ 


il on resulte que, si la function est determinee par une equation 
de la forme 

f Cl j X -H -f- -}- £1^ “i- . • . , 

on aura 

f ( i — d^ -i- di^ — . . . -f" ( d^ d-^ -t- ...)£. 


Celapose, il est facile devoir ce que deviendront les equations alge- 
briques dans lesquelles entre une variable x, quand on les transfor- 
mera en equations symboliques, en substituant a la variable x la 
racine symbolique i de I’equation imaginaire 


Ainsi, en particulier, les equations algebriques 

(rt4- bx) {c dx) ~dc-r bdx^ (^cid + bc)x, 

(a — bx) {c — dx) — dc -t- bdx^ — [dd -t- be ) x, 

desquelles on tire 

{d-— b^x^) (c'- — d^x^) = {dc-h bdx-f— {ad -t- bc)^x', 
fourniront, quand on y remplacera a; par i, les equations imaginaires 
^ ( rt.-H bi) (c -f- di) :=.ac — bd + {ad -+- be ) i, 

I {d— bi){c — dc)—ac—bd—{ad-+-bc)i 

et 

( a5 ) {d^-+- b^) {c^+d^) = (ae —bd)-+ {ad + be )*. 
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Si, dan-s la dernitn'e, on rediiit a, b, c, d a des nombres en tiers, on 
flbtiendra immediatement le theoreme connu, suivant lequel deux 
nombres entiers, dont chacun est la somme de deux carres, donnent 
imeore pour produit une somme de deux carres. De plus, si dans la 
premiere des equations (24) on pose 

« = cosa, 6 = sinfi!, c=cos€, rf = sinS, 
on obticndra la formule connue 

(26) (cosa -t- i sina) (cos6 -H j sinS) = cos(a -|- 6) -H « sin(« -I- 6), 

de laquelle on passera immediatement au theoreme de Moivre, com- 
pris dans I’equation 

(27) (cos«4-jsii)oc)«=cos«« + isin/ia. 

D’aiileurs, quand on voudra decomposer une equation imaginaire, par 
exemple Tune quelconque des formules (24), (26), (27), en deux 
equations reelles, on ne devra pas oublier de reduire d’abord chaque 
membre a la forme lineaire a-\-hi. Sous cette condition, la for- 
mule (27) fournit immediatement les valeurs connues de cos«a et 
de sin/icc exprimeos en fonctions entieres de cosa et de sina. 


§ II. — Application des principes ci-dessus exposes d la theorie des nombres. 

Les principes exposes dans le § I, apres avoir fourni le moyen d’eta- 
blir une theorie claire et precise des equations imaginaires, peuvent 
encore etre appliques avec avantage a la theorie des equivalences. 
Seulement, dans cette theorie, ce que nous avons nomme Yequation 
caracteristique en x devient une equation ou une equivalence alge- 
brique a coefficients entiers; et une racine symbolique i de cette for- 
mule caracteristique est une indetermin6e a laquelle on peut attri- 
buer definitivement, non plus une valeur reelle quelconque, mais 
une valeur entifere arbitrairement choisie. Ajoutons que, s’il s’agit 
d’^qnivalences relatives a un module premier p, le coefficient de la 
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plus haute puissance dc dans la formule caracteristique pourra ton- 
jours etre suppose reduit a Tunite. 

Je developperai, dans les Exercices d' Analyse el de Physique mathe- 
matiques, la theorie des racines symboliques des equivalences. Je me 
bornerai, pour 1 instant, a enoncer quelques-unes des propositions 
remarquables auxquelles mes recherclies m’ont conduit. 

Tiieoreme I. — Le module p etant un nombre premier , nommons ) 
un facteiir modidaire irreductible, et i une racine symbolique de Veqiii- 
mlence 

(1) nr(a7) = o (mod.p). 

Soient d'ailleurs 

?(‘^)> ••• 

des fonctions entieres dex a coefficients enders. Si la formule 

( 2 ) 9 (i) Z(0 o (mod./)) 

se virijie, elle entraiaera Vune des suivantes : 

(3) <p(z) = o, = ... (mod./)). 

Theor£:xAIE II. — Le module p etant toujours un nombre premier^ 
etant un facteur modulaire irreductible, et i une racine symbolique de 
V equwalence (i), nommons i{x^i) une fonction entiere de x et de z, qui 
noffre que des coefficients entiers, et qui soil du degre n par rapport a x, 
n powant Sire un nombre entier quelconque inferieur a />. Soient d* ail- 
leurs 

( 4 ) in ^ 2 ? ^n—l 

n fonctions entieres de dont chacune, prise pour valeur de x^ verfie la 

formule 

(5) f(ir, £)^o (mod./?), 

aucune fonction entiere de i ne pourra remplir cette mAme condition sans 
de^enir equimlente d Pun des termes de la suite (4)- 

OEuvres de C. — S. I, t. X. 4^ 
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TfiEOROiE III. — Lcs memes chases etant posees que dans le theoreme 
precedent, si Von pent decomposer la fonction i) en facteurs modu- 
kiires symboliqiies de meme forme quelle, en sorte quon ait 

i(j) i)^o{x, i)yd^, 1) i). .. (mod./?), 

rhaeun de ces facteurs sera equwalent au produit de plusieurs des facteurs 
lineaires 

C 7) > • • • 5 Ifl— 1 > 

multiplies par iin nomhre enfier. 

Ce qui semble meriter une attention particiilitn^c, co sont lcs appli- 
cations que Ton pent faire des tlieorernes ici enonces aux equivalences 
binomes, e’est-a-dire aux equivalences de la forme 

(8) .r” — i™o (inod./j), 

lorsque p — i n’est pas divisible par n. Gonsiderons specialement le 
cas oil le facteur irreductible vs{x), etant un diviseur modulairc de 
.r''— I, no divise jamais i, quand on prend pour m un entier 
inferieiir a n. Alors i sera ce que j’appelle une racine symbolique 
prlmitice de rtHjuivalence (8), et Ton deduira des theoremes dejii 
enonces la proposition suivante : 

Theoroie IV. — Le module p etant un nombre premier, et n un nornbre 
entier qiii ne divise pas /? — 1 , norninons i une racine symbolique primV 
twe de ['equivalence (8). Cette equivalence aura pour racines les divers 
lermes de la suite 

iy i\ 

en sorte quon aura 

— j ^ — i)(^ — i). . .(j? 

On pent aussi etablir la proposition suivante : 

ThborI;me V. — Les mimes choses etant posees que dans le theoreme IV, 
mmmoiis s une racine primitive de V equivalence 

(9) 


X‘ 


(mod. n), 
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ei g, h deux nombres entiers qui verifient la condilion 

n — iz=: gh. 

Si ran pose 

i 10) (x - . . . (x -- 

sera un facleur modiilaire, non symboliqiie, c est-a-dire independant 
de i, qiiand la condilion 

(ii) pr^i (mod. /i) 

sera i^erifiee; et alors lout diviseiir modulaire, non syrnholique, i 

sera de la forme 

Exemple. — Si, pour fixer les idees, on suppose .r™:), p^ 19, 
7 sera une racinc primitive symbolique de la formulc 

x '^ — 1 = 0 (mod. 19), 

et le binome 

— I 

aura pour facteurs modulaires du second degre les deux trinomes 
X- — !j,x i, “h 5 X 4- I , 
qui seront equivalents aux deux produils 

(x — i) (x — 7^), (x — l^) {x — /M. 

Dans un autre article, je montrerai comment le theoremo V se 
lie a quelques propositions demontrees par M. Kummer, dans le 
Volume XXX du Journal de M. Crelle. 
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TiiEoraE DES nombres. — Memoire siir les racines primiwes des equim^ 
lences bindmes correspondantes a des modules quelconques , premiers 
ou non premiers, et sur les grands amntages que presente la conside- 
ration de ces racines, dans les questions de nomhres, surtout en four- 
nissant le moyen d* etahlir la theorie nou9elle des indices modulaires des 
polyndmes radicaux, 

C. R., T. XXV, p. 6 (5 juillot 1847). 


Simple enonce. 


371 . 

Theorie des nombres. — Memoire sur les racines des equivalences corres- 
pondantes d des modules quelconques premiers ou non premiers, et sur 
les avantages que presente V emploi de ces racines dans la theorie des 
nomhres. 

C. R., T. XXV, p. 37 (12 jaillet 1847)* 

Les equivalences relatives a des modules premiers ne sont pas les 
seules qui puissent etre employees avec avantage dans la theorie des 
nombres, et Ton pent etablir, pour les equivalences relatives a des 
modules quelconques, des propositions generates, entre lesquelles 
on doit surtout distinguer celles qui se rapportent aux equivalences 
binomes. En effet, comme on le verra dans ce Memoire, la conside- 
ration des racines des equivalences bindmes a modules quelconques 
est eminemment utile dans la recherche des proprietes les plus impor- 
tantes des polynomes radicaux. Pour abreger, je me bornerai a indi- 
quer succinctement les resultats les plus remarquables auxquels je 
suts parvenu, me reservant de publier bientot les developpements de 
ce travail dans les Exercices d' Analyse et de Physique mathematiques* 



EXTRAIT N« 37j. 


325 


^ I, — Sur les equivalences relatives a cles modules quelcoaques 
pretniers ou non premiers. 

Parmi les tlieoremes qui se rapportent a des equivalences de forme 
quelconque, on doit distinguer Ic suivant, qu’il est facile de demon- 
trer, et qui subsiste, quel que soit Ic module. 

Tiieouejie I. — Les leltres m, n, I designant trois nombres enliers quel- 
conques, nommons f(a?) une fonetion entiire de or, du degre net a coef- 
ficients eritiers. Soienl d’ailleurs 

« 

m racines distinctes de I' equivalence 

f(a:) = o (mod. I), 

cest-d-dire m racines qui, divisees par le module I, fournissent des j-esles 
distincts. Si les differences entre les racines r^, r^, .... r„,_, ont toules 
pour valeurs numeriques des nombres premiers a I, la formule (i) entrai- 
nera la suivante 

(2) f(ic) s (a;— /’o) (■K — /*i). . .(a: — r,„_i) F(i2;) (niod.l)j 

F(a:) etant une nomelle fonetion entiire et a coefficients entiers, dont le 
degre sera egal ou infirieur dn — m. 

En supposant successivement m = n mf^ n, on deduit immedia- 
temont du theoreme I les deux propositions suivantes : 

TflEORtuiE II. — Soient f(.T) une fonetion entiire de x, du degre n, el 

^‘o> * *1 1 

n racines distinctes de V equivalence 

f(a:)so (mod.I); 

si les differences entre ces racines .sont des nomdres premiers d I, on 
aura * 


( 3 ) 


f(a:) = k{x — /-o) {x. — r.) ...{x — /•„_,) (mod. I), 
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k flhignani ime cDiistante doat la valeur sera 

A'~( — i)« (mocLI). 

TiiEoriOE III. — Soient f(x) line fonclion entiere de x, du degre n, et 

^ ^ 1 » . • . 5 r 

m racines distinctes de 1' equivalence 
Ml f(.r)=o (ihod. I); 

xi, lex differences enlre ces racines elant des nombres premiers d I, on a 

ni > n, 

!' equivalence ( i ) subsislera, quel que soil n. 

11 ost bon d’observer que si, r etant une racine quelconque do 
i'equivalence (i), on attribue a 6 une valeur entiere quelconque, les 
deux quantiles 

/', /• 61 

no seroht pas deux racines distinctes, puisquc ces deux quantiles, 
divisees par I, fourniront le memo reste. Neanmoins, si I’on substitue 
suecessivement ces deux quantiles a la place de x, dans le rapport 

les deux valeurs entieres que recevra cc rapport, savoir 

f(r) 

I ’ I ' 

pourront n’etro pas equivalentes suivant le module 1. En cffet, la 
secondc de ces deux valeurs, divisee par I, fournira le meme reste 
que Fexpression 

^xprsHsioii pourra devenir equivalente, suivant le module I, a 
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on nombrc cntier qaelconque, si f^V) est premier ii I. 11 v a plus : 
pour quo Texprcssion dont il s’agit devienne equivalcntc, suivant le 
.module I, a un entier donne /, il suffira que la function 


etant rcduite ii sa plus simple expression, acquiere un denominaleur 
premier a I. En consequence, on peut enoncer la proposition sui- 
vanlc : 

TmiORftME IV. — Soient r une racine qiielconque de V equivalence 

f(j?) = o (mod. I), 

el I un nomhre entier donne. Si le rapport 


etant reduit d sa plus simple, expression, acquiert un denominaleur qiii 
soil premier au module 1 , alors il suffira de poser 

I Ur) 

(5) - (mod. I), 

Duis de faire croitre r 0 1 dans le rapport 

f(r) 

~r’ 

pour que ce rapport devienne equivalent a I, suivant le module 1. 

En reduisant / a zero, on deduira du theoreme IV la proposition 
suivante : 

Thkor^me V. — Soit r une racine quelconque de I equivalence 
. f(«) = o (mod. I). 

Si le rapport 

f(r) 

If' (O’ 
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etant reduit a sa plus simple expression, acquieri un denominateiir qu 
soil premier a I, alors il suffira de prendre 

( 6 ) 0 = (mod. I). 

puis de faire croilre r de 01 , pour que 

x = r -{-Bl 

denenne une racine de I’ equivalence 

f(a;) = o (mod.P). 

Ajoutons que la condition enoncee sera toujours satisfaite, si f(r) est 
premier a I. 

On etablira de la memo maniere le tlieoreme plus general dont void 
I’enonce : 

Theoreme VI. — Soil r une racine de V equivalence 
f(a:) = o (mod. I); 


les valeurs de r' , r" , r'\ . . . 

, qui seront determinees a I’aide des formules 

1 

111 

(mod. I), 

/•'=r + 61, 

(B)- «■= 

(mod. 1), 

/•"= ;•'+ 6'l^ 


9 


sd est possible d’ y satisfaire, seront respectwement racines des equim- 
lences 

% 

(9) f(j?) = o (mod.P), 

(10) f(a;) = o (mod.P), 


et seront mime, pour ces equivalences, les seules racines corre^pondantes 
d la racine r de I equivalence ( i). Ajoutons que I' on pourra toujours satis- 
faire auxformules (7) et (8), si i'{r) est premier d I. 
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On pent encore deduire du tlieoreme Y la proposition suivanle : 

TuEORfcJiE \II. Soient Fta") deux fond ions entieres de x, d 

coefficients entiers, el r une racine queiconque de 1’ equivalence 

f{cc)~o (mod.Ij. 

Supposons cl ailleurs que Ion ait, pour une raleur entiere queiconque 
de X, 

(ii) F(a-)^o. 

Si ^\r) esl premier d I, alors, en supposant la valeiir de 0 determinee par 
V equation (6), on aura 

(la) -t- 0F'(r) E= o (mod. I). 

Dans le cas ou le module I se reduit a un nombre premier p, et oil 
Ton connait n racines 

To, i\, 

de I’equivalence (i), alors, en supposant que cette equivalence n’est 
pas une de celles qui subsistent pour toute valeur entiere de x, ef que 
les differentes racines 

sont distinctes les unes des autres, on tire de la formule (3 j, jointe a 
la formule (i), 

(i3) (x — /‘o) (a: — r, ) . . . (j5 — s o , (mod./J); 

et, comme p ne peut diviser le produit 

{x — r^){x — rP) . . .{x — Xn^Pi 

sans diviser I’un de ses facteurs, la formule (i3) e'ntraine evidemment 
la proposition suivante : 

TiieorMe VIII. — Si le module I se reduit d un. nombre premier p, et si 
I’equivalence 


(i4) f(ar) = o (mod./?), 

GEuvi'cs dc C. — S . J, t. X. 
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etant de degre /z, nest pas une de cedes qui suhsistent pour toiite valeur 
de X, cette equivalence ne pourra pas offrir plus de n racines distinctes. 

Du fheoreme VIII, joint au VI, on deduit encore le suivant : 

Theoroie IX. — Si le module I se rediiit a une puissance entiere 
d'uri nombre premier p, et si V equivalence 

ii5) f(.^)~o 

etant da degre n, nest pas une de cedes qui suhsistent pour toute valeur 
entiere de x, cette equivalence noffrira pas plus de n racines distinctes. 

Enfin, on etablira sans peine la proposition suivante : 

Theoreme X. — Ooncevons que, le module I etant decompose en fac- 
teurs premiers, on nomme p,q, ... ceux de ces facteurs qui sont inegaux, 
et posons, en consequence, 
f i6) 1 = . . , 

A, p, , . . etant des nombres eniiers. Si Von designe par P une racine de 
Veqidvalence 

par P line racine de V equivalence 

f(ji?)^o (mod./?i^), 


aloTS, au systeme des racines 

r' 7 ’" 

/■ , / , ... 

correspondra une seule racine r de I' equivalence 

(mod, I); 

et, pour obtenir cette dernier e racine, ilsujfira de chercher le nombre qui, 
divisi par p^', ou par q^, . . . , donnera pour reste, dans le premier cos, r\ 
dans le second cas, r"\ etc. Par suite, si Von nomme n le degre de f(^), 
et t le nombre des facteurs premiers inegaux, p, q, , , . du module I, le 
nombre des racines distinctes de la formule (i) sera egal ou inferieur 
, , , , , 
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§ IL — Applications diverses cles principes exposes 
dans le premier paragraphc. 

Pour no pas trop allonger cet article, je me bornerai it iiidiquer ici 
quelques-uns des resultats auxquels on arrive quand on applique les 
principes ci-dessus exposes aux equivalences binomes et iila theorie 
des polynomes radicaux. 

Gonsiderons d’abord une equivalence binome relative a un module 
quelconque et de la forme 

(1) — i==o (mod. I). 

On satisfera toujours a cette equivalence en posant x = i. Si on la ve- 
rifie encore en posant x — r, elle aura pour racine chacun des termes 
de la suite 

I, r, /■% 

et tous ces termes seront autant de racines distinctes, si r' — i est 
premier a I, pour toute valeur de I inferieure a n. Alors r sera ce que 
j’appellerai une racine primitive de I’equivalence donnee. 

Concevons maintenant que, le module I etant decompose en fac- 
teurs premiers jo, on ait 

( 2 ) I p'^'qV -. . , . 

Si les facteurs p, q, ... sont tous de la forme nxA-i, on pourra 
trouver des nombres 

r' r" 

propres a representer des racines primitives des equivalences 

— I — o (mod.p’Oi 

(3) 'a;” — I — o (mod.^l^), 


et alors, pour chaque systeme de valeurs de r', r", on obtiendra une 
racine primitive r de la formule (i), en chercbant un nombre qui, 
divise par p^, par. 5-!^, ..., donne pour reste, dans le premier cas, r'. 
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dans lo second cas, /■", — Si, au contraire, les facteurs/j, q ne sont 
pas tousde la forme nx-+ i, quelques-unes des equivalences (3 ) ces- 
seront d’offrir des racines primitives reelles, et il en sera cle meme de 
la formule ( i); 

Soit maintenant p une racine primitive de I’equation 
( 4 ) — i — 

On pourra former avec les puissances de cette racine des polynomes 
radicaux a coefficients entiers et construire les factorielles correspon- 
dantes. Cela pose, en supposant d’abord cos factorielles decompo- 
sable's en facteurs premiers de la forme ncc -+- x , et, en prenant pour n 
un nombre premier et impair, on deduira des principes exposes dans 
le § I les propositions suivantes ; 

TheoriIme I. — Soient n un nombre entier quelconque, r une racine pri- 
mitive de la formule (i), eZ I un module decomposable en facteurs pre- 
miers quit soient tons de la forme noc -f- 1 , Soit encore p une racine- primi- 
tive de V equation 

( 4 ) x” — 1 = 0 , 

et supposons 

1 — ?(p)z(p), 

?(p)’ z(?) polynomes radicaux a coefficients entiers. Enfin. 

I ilant Van quelconque des nombres 

I, 2, 71—1, 

designons par /e plus grand commun diviseur des deux quantiles 

I. ®(rO. 

et par 'pfe plus grand commun diviseur des deux quantites 

E ifd). 

On aura, pour chacune des valeurs de I, 
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Theoreme II. Ti 6l(int iiTi noTubrc cutier (jiielconquc^ sownt o uuc vci-’ 
cine primitive de I equation (4), et f(p), F(p ) deux fonctions entieres de 
p a coefficients entiers . Soient encore A, B les factorielles correspondantes 
aux deux poly names radicaux f(p),F(p), en sorte qiie Von ait 

(5) A=:Nf(p), B=:NF(p), 

et nommons I Vun quelconque, par exemple le plus petit des nomhres qid 
sont dmsibles d la fois par A B ; puisj en supposant le nombre I decom- 
posable en facteurs premiers qui soient tons de la forme nx nom- 
mons r une racine primitive de V equivalence (i). Concevons enfin qite. 
I etant Vun quelconque des nomhres 

ij 3, 3 n 5 

Von nomme Ci le plus grand commun diviseur des entiers 

et Cl le plus grand commun diviseur des entiers 

1, F(rO. 

Si r(p) est divisible par f(p), alors aussi Q sera toujours divisible par Ci\ 
et reciproqiiement, si C/ est toujours divisible par Ci, F(p) sera divisible 
pari{^). 

TatORfeME III. — Les mimes chases etant posies que dans le theore'me 
precedent, si Von a constamment Q = c^, le rapport deY(^o') d f(p) sera 
un diviseur radical de V unite. 

Dans un autre article, nous montrerons comment ces derniers theo- 
remes peuvent etre generalises a I’aide de la consideration des racines 
symboliques des equivalences binomes. 
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Tiieorie des N05IBRES. — Blemoire sur la decomposition des nombres 
entiers en facteurs radicaux. 

C. R., T. XXV, p. 46 (I'.’- juillet 1847). 

J’ai remarque, dans le precedent Memoire, ([ue la consideration des 
racines primitives des equivalences binomes a modules quelconques, 
premiers ou non premiers, est eminemment utile, quand on se pro- 
pose de decouvrir les proprietes generales des polynomes radicaux. 
Mais, en ciierchant a tirer parti de cette remarque, je ne m’attendais 
pas que mes recherches me conduiraient a des methodes de solution 
directes pour Tune des questions les plus epineuses de la theorie des 
nombres, je veux dire pour la decomposition des nombres entiers en 
facteurs radicaux. C’estpourtant ce qui est arrive. L’importance de ce 
resultat me donne lieu d’esperer que les geometres voudront bien 
encore accueillir, avec leur bienveillance accoutumee, le nouveau tra- 
vail que j’ai I’honneur de presenter aujourd’hui a I’Academie. 

Les metbodes de solution que j’ai obtenues se fondent sur la consi- 
deration des indices modalaires des polynomes radicaux. Pour les bien 
comprendre, il est done necessaired’expliquer en premier lieu en quoi 
consistent ces indices. Entrons, a ce sujet, dans quelques details. 

§ L — Sur les indices modalaires des polyn6mes radicaux. 

Soient 

« un nombre entier quelconque; * 

I un module entier quelconque; 
r une racine primitive de I’equivalence 

X ”’ — 1 = 0 (mod. I), 

ea sorte que — x soit premier k I, tant que Ton a /<[ i. Alors on 
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aura, quel quo soit n, 

(2) = — (mod.I). 

Soient maintenant 

I , a, b, . . . , a — b, n — a, n — i 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n ; et nommons m le nombre 
de ces entiers. Enfin, posons 

( 3 ) 

p, q etant les facteurs premiers et inegaux de q, et soit i le nombre de 
ces facteurs. Le nombre total des raeines de I’equivalence (i) sera n\ 
et le nombre de ses raeines primitives sera m\ D’ailleurs, r etant I’une 
de ces raeines primitives, les termes de la suite 

( 4 ) I, r, r^-, /■»-! 

representeront n raeines distinctes, et les termes de la suite 

( 5 ) r, /•«, /•*, ..., r”-*, r«-‘S 

m raeines primitives de I’equivalence (i). Ajoutons que ces dernieres 
representeront encore les m raeines primitives de ehaeune des equi- 
valences 

(6) x"- — I == o (mod. /?^), x"—i = o (mod. ^r-), ..., 

ou meme de ehaeune des equivalenees 

(7) x'^—iE=o (mod./?), a;"— 1 = 0 (mod.g), .... 

II en resulte que, pour obtenir une racine primitive r de I’equiva- 
lenee (i), il suffit de chereher un nombre qui, divise par p^, par 
q^, . . . , donne successivement pour restes 

r' r" 

/ y i y . . . , 

r", . . . etant des raeines primitives des formulas (6) dont la solu- 
tion se deduit immediatement de celles des formulcs (7). 
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Ainsi chaque racine primitive /' de la formule (i) correspond a un 
sysleme determine de racines primitives des formulas (7), et cliacune 
de ces dernieres racines pourrait meme etre representee par r. 

Par consequent, le nombre n etant donne, si Ton forme unc Table 
qui offre des valeurs de r, relatives a des valeurs du module I repre- 
sentees par des nombres premiers pour lesquels on puisse satisfaire 
a I’equivalence (1), les valeurs de r, relatives a des modules com- 
poses pour lesquels se verifiera la meme equivalence, seront com- 
pletement determinees par la seule condition de correspondre aux 
valeurs inscrites dans la Table, et pourront etre censees former avec 
celles-ci un syst'eme unique de valeurs de r relatives aux divers 
modules premiers ou non premiers. Dans ce qui suit, nous suppo- 
serons que les diverses racines primitives relatives a divers modules 
font tou jours parti e d’un semblable systeme; en sorte qu’on pourrait 
les reduire toutes a un seul et meme nombre, si Ton prenait pour 
module le plus petit nombre qui se laisse diviser en meme temps par 
tous les modules que Ton considere. 

Soient maintenant p une racine primitive de I’equation 
( 8 ) — 

et f(p) un polynome radical forme avec les puissances de cette racine. 
Alors, r etant une racine primitive de I’equivalence (r) relative au 
module I, le plus grand commun diviseur des deux nombres 

I et f(r) 

sera ce que nous appellerons Xindice modulaire correspondant a Tin- 
dice I. Si Ton introduit dans ce module de nouveaux facteurs, Tindice 
dont il s’agit pourra seulement croitre, mais sans jamais depasser une 
certaine limite, qui dependra de la forme du polynome f(p), et que 
nous nommerons Vindice maximum. Si A represente un nombre entier 
dont f(p) soit diviseur, Tindice maximum ne diff^rera pas de Tindice 
modulaire qu’on obtiendra en posant I = A. Enfin, si Ton nomme© 
la factorielle correspondante au polynome f(p), en sorte qu’on ait 
(9) ® = Nf(p) = f(p)f(p“)...f(p«-«)f(p«-i), 
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on pourra evidemment reduire A a 0; par consequent, Tindice 
maximum ne difFerera pas de Findice modulaire qii’on obtiendra 
en prenant pour module le nombre 0. 

On pent etablir, pour les indices modulaires, un grand nombre 
de propositions remarquables, entre lesqiielles je citerai les sui~ 
vantes : 

Theoreme 1. — Soient m et I deux entiers qiielconques dont le second 
ait pour facteurs les nomhres premiers et inegaux /?, q, . . . , eleves a cer- 
taines puissances, en sorte quon ait 

I m p'^q^, , . . 

Soil, d'ailleurs, p ime racine primitive de V equation 

I. 

Enfin, soit f(p) un polynome radical, a coefficients entiers, forme avec 
les puissances de p. Vindice modulaire du polynome f(p), pour le mo- 
dule I, sera le produit des indices modulaires du mime polyndme corres- 
pondants aux modules p^, (f, 

Theoreme II. — Les mimes choses etant posies que dans le tldoreme 
precedent, si un nombre entier A est le produit de plusieurs polyndmes 
radicaux 

<p(p)> X(P)> 

en sorte quon ait 

(lo) A = (p(p)x(p)+(p), 

et si Von suppose le module I igal a K, ou a un multiple de A, alors, en 
nommant 

c, c', c”, 

les indices modulaires des polyndmes 

?(P)> %(P)> 

on aura encore 

(ji) E = cid^ 


OEutfres de C . — S. I, t. X. 
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Tueoueme ni. — Supposons que le polyndme radical f(p). d coefficients 
en tiers, ait die decompose en plusieurs facleurs radio aux !p(p), xCp), 

, en sorte qiion ait 

(I-2) f(p) = ®(p)%(P) ^(P)- • 

et nommons 

C, c, d ^ d, 

ks indices moduLxURes maxima des polynomes 

Hp), 9(p)> i{p)y ^(p)» 

on aura 

f i3) C nr cdc\ . . . 

Tiieoreme IV, — Soil I uri quelconque des entiers inferieurs a n et pre- 
miers a n. Si, pour chacune des m valeurs de /, Idndice maximum du 
polyndme f(p^) est dimible par uii certain nombre eritier le poly- 
ndme f(p) sera dmsible par k. 

Tiieoreme V. — Soil I an quelconque des entiers inferieurs a n et pre- 
miers d n, Soient, de plus, f(p), 9(p) deux polynomes radicaiix, d coef- 
ficients entiers, et nommons 

Cl, Cl 

les indices modulaires maxima des polyndmes 

f(pO» 9(p0- 

Si, pour chacune des m valeurs de I, r indice est dwisible par V indice Ci, 
le polyndme f(p) sera dmsible par 9(p); et reciproquement, si f(p) est 
dwisible par ^(p)? Vindice sera dwisible par Ci. 

Theoreme VI. — Les mdmes choses etant posees que dans le theorirne 
precedent, si Von a, pour chacune des m valeurs de I, 

Ci=:Ci, 

le rapport des deux polyndmes f(p)^ ?(p) dwiseur de V unite. 

Bmproquement, si ce rapport est un dimeur de V unite, on aura 

Ci^ci, 
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II. - Siir la decomposition des nombres entiers en facleurs radicaun-. 


Soiont n un nombre entier quelconque, p une racine imaginairL- dr 
I’eqiiation 

( 1 1 j;" — I = o, 

et r(p) un polyndme radical, a coefficients entiers, forme avcc le^ 
puissances de p. Soient encore 

') n — b, n — a, n — i 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, et m le nombre de ci‘s 
(mtiers. Enfin, designons par © la factorielle 

N f(p) = f(p) f(p“) tip/'). . . tip"-/') f(p«-“) f(p«-M, 

forrespondante au polyndme f(p). L’equation 

(2) . @=:Nr(p) 

fournira immediatement la valeur du nombre entier 0, quand on con- 
naitra la valeur de f(p). Mais le probleme inverse, qui consiste a 
trouver la valeur de f(p), en supposant connue la valeur de 0, esl 
tout a la fois une des questions les plus difficiles et les plus impor- 
tantes de la theorie des nombres. Apres quelques recherches, je suis 
parvenu a obtenir, pour la solution de ce probleme, de nouvelles 
metbodes que je vais indiquer en peu de mots. 

Observons d’abord que, en vertu de I’equation du degre m, a 
laquelle satisfait toute racine primitive p de la formule (i), un poly- 
ndme radical f(p), a coefficients entiers, pourra toujours etre reduit 
a un polyndme du degre m — i, ou, ce qui vaudra mieux encore, a un 
polyndme du degre m, qui n’offrirapas de terme independant de p, et 
qui sera en consequence de la forme 


( 3 ) 


f(p) =: aip -h a 2 p*-l-. . a,„p"‘. 
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Dans ce qui va suivre, nous supposerons cette reduction toujours 
pffectuee. 

Observons encore que, si Ton nomme (p(p) un polynome radical 
quelconque reduit a la forme (3), en sorte qu’on ait 

{p(p) =: Cl p 4- Cg “h . . . H- 

c,,c.,, c„, etant des constantes determinees, I’equation 

(4) ®(p) = o 
entraincra toujours les m equations 

(5) Cl 0, C 2 — O, •••> Cy;i” O. 

Ce dernier principe est precisement celui qui fournit la solution de 
la question proposee. Entrons a ce sujet dans quclques details. 

D’abord la question qui nous occupe pourra etre aisement resolue, 
pour une valeur quelconque de 0, si elle peut etre resolue dans le cas 
oil Ton remplace 0 par I’un quelconque de ses facteurs premiers. En 
consequence, il sufEra d’examiner le cas oil 0 se reduit a un nombre 
premier/?. Alors la formule ( 2 ) deviendra 

(6) /? = Nf(p), 

f(p) etant toujours de la forme qu’indiquc I’equation (3); et si, en 
nommant I un quelconque des entiers inferieurs a n, mais premiers 
a n, on pose generalement 

Pi= f(pO. 

la formule (6) donnera 

( 7 ) P=P\PaPb- ■ ■ Pii-bPn.-aPn-l- 

Cela pose, le probleme a resoudre se reduira evidemment a trouver 
les valeurs des m coefficients 

(S ) .* * ■ J 2, — 1> ^tn 

compris dans la fonction f(p); et Ton peut ajouter qu’il sera facile 
d’obteiiir ces valeurs, si Ton parvient a determiner celles des m fac- 
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teurs radicaux 

( 9 ) P!> p«-f Pl» •••! Pn—b7 Pn-ai Pn-f 

Ce que nous avons a faire, c’est done de chercher a etablir des equa- 
tions desquelles on puisse deduire les yaleurs des coefficients a,,, 

a,, a„„ ou des facteurs radicaux />,, pi, Pn-b^ Pn-a^ Pus- 

Or evidemment la formule (6) ou (7) ne fournit qu’une scule des 
equations demandees. Mais la question pourra etre resolue a I’aide 
des considerations suivantes. 

La suite des n ombres 

I, a, b, n — b, n — a, n — i 

dtant decomposee en deux autres suites, dont la premiere soit de la 
forme 

I, a, b, 

et la seconde de la forme 

n — I , n — a, ii — , 

prenons 

( 10 ) V{p)=pipapb.--, 
on aura 

(l l) F (P~* ) -—Pn—i Pn—aPn—b • • • , 

et la formule (7) donnera 

( 12 ) /) = F(p) F(p-‘)- 

Or supposons que, par une metliode quelconque. Ton soit parvenu a 
determiner la valeur de F(p). L’equation (10) ou (ii)» etant de la 
forme (4)< entrainera, en vertu du principe enonce plus haul, des 
equations analogues auxformules ( 5 ); et de ces equations se d6dui- 
ront les valeurs des coefficients a,, a^, a^, qui, eu 6gard a la 

nature du probleme, seront generalement en norabre infini. On devra 
seulement choisir a, , de maniere que le nombre des valeurs 

de a^^ a, a^, renfermees entre des limites quelconques, soit le 

plus petit possible. La question se trouve done reduite a la determi- 
nation de I’une des valeurs de F(p) ou de F(p“'), qui verifient I equa- 
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tioii ( lo ) ou (ii), quand Ics nombres a, b, . . . remplissent la con- 
dition quo nous venons d’enoncer. D’ailleurs cetlo determination 
pent s’effectuer a I’aide de methodes dejii connues, lorsqu’on peut 
(dfectivement satisfaire au probleme par des -valeurs entieres de 

a. a„,, ce qui suppose que le nombre premier / est de la 

ibrme nx-hx. Dans le cas special oii / se reduit precisemont a 
I’unite, on a, comme I’a prouve M. Kummer, 

m 3) ' F(p)=±f', 

/ pouvant etre un nombre entier quelconque. Ajoutons que, si p est 
tin nombre premier de la forme nx 1, mais differant de I’unite, on 
pourra trouver des valeurs convenables dela fonction F(p) ou F(p“'), 
ii I’aide des theoremes etablis dans mes precedents Memoires (zwle 
Bulletin de M. de Ferussac de 1829, et le Tome XVII des Memoires de 
r Academic) (' ). On pourra d’ailleurs, a I’aide de la theorie des indices 
modulaires etablis dans le precedent paragraphe, determiner facile- 
ment les valeurs des nombres i, a,b, . . . on n — i , n — a, n — b, .... 
qui correspondrqnt a une valeur donnee de F(p) ou de F(p~'). 

Au reste, a la recherche des valeurs des coefficients a 
on peut, avec avantage, comme on I’a deja dit, substituer la recherche 
des facteurs radicaux Pi,j>a> • • -,Pn-a> Pn-i > en se servant des diverses 
formes que prend I’equation (10) quand on y remplace p par I’un 
quelconque des termes de la suite 

P, p“, p", p"-^ .P“-“. p"-’- 

Pour donner un exemple de ce genre de calcul, supposons, en par- 
ticulier, n = 5 . Alors on aura 

(i4) P=PtPipiPk; 

et, a I'aide des methodes exposees dans mes precedents Memoires, on 
pourra dMerminer la valeur de chacun des quatre produits 

PlPt, PiPk, P^Pu PiPi- 
(‘) 0Em>Pes de Cawsky, S. n,'*T. !I, et S. I, T. HI. 
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Siipposons quc I’on ait effectivement calcule la valeur F('p; dii pn,- 
duit Pi p^. Alors on aura 

(,.5) piP,^V{p), = F(p=), p,p,r=:V{p^), Pip-Vi^K 

puis on en conclura 

(16) (/J.-f-/^07J.= F(p) +F(p=), {/,.-^p,)^^,= F(p^)-uF,^^v,. 

et comme, cn supposant les fonctions f(p), F( p) reduito.s a la fonuo 
qu’indiqiie I’equation (3), on aura 

f (0 f (p) H- f (p^) -h f (p®) + f (p») 0, 

F(l) H- F(p) F(p®) H- F{p3) 4- F(p‘) =: o, 

il est clair que, si I’on pose, pour abreger, 

w=-f(i), C = -F(i), 

on aura, non seulemcnt 

P\+Pi-^ Pi-\-Pi=tr, 

mais encore, en vertu des formules (i6), 

iPi+Pi) {pi-i-p%) = c. 

Cela pose, les sommes /?, +/)^, p^+p^ seront les deux racines a:;,, 
de I’equation 

(17) — ^/a;-^-c = o. 

Ces deux sommes devant d’ailleurs etre des fonctions entieres de 

p-+-pS p®+p% 

le carre de leur difference devra etrc de la forme 5e^ e efant un 
nombre entier; et, comme la formule (17) donnera 

(a; I — a-j 4 iP — c, 

il est clair que les nombres entiers u, e devront satisfaire a I’equation 
indeterminee 
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Cette derniere equation etant resolue, on connaitra les valeurs de 
Pi +Pi< puis, aPaide des formules (i6), les valeurs 

desquelles on deduira inimediatement les valeurs de 
Dans un autre article, je d^velopperai les principes quo je viens 
d’etablir, et je montrerai, d’une part, comment on peut les genera- 
lise!’ et les etendre par la consideration des racines symboliques, 
au cas meme oix les equivalences binomes n’offrent pas de racines 
reelles, d’autre part, comment on peut eviter la resolution d’equi- 
valences analogues a la formule (17). Enfin, je comparerai les resul- 
tats de mon analyse avec ceux qu’a obtenus M. Kummer. 


373 . 

TufiORiE DES NOMBRES. — Mimoire, sur les indices modulaires des poly- 
ndmes radicaux que fournissent les puissances el prqduits des racines 
de la resolmnte d’une equation bindme. 

C. R., T. XXV, p. 93 (tg juillet 1847). 

On salt que la resolution d’une equation algebrique peut toujours 
etre reduite ala resolution d’une autre equation que Lagrange appelle 
la resohante. On salt encore que, si I’equation algebrique donnee est 
une equation binome, il sulfira de multiplier entre elles les racines 
de la resolvante, pour voir apparaitre certains polynomes radicaux. 
Plusieurs geometi'es, entre autres MM. Gauss et Jacobi, ont deja 
signale des proprietes remarquables de ces polynomes dont je me 
suis occupe moi-meme dans divers Memoires (voir en particulier le 
Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, annee 1829) ('). 

Mais d autres resultats, digncs de remarque, se presentent imme- 
diatement, quand on applique la theorie des indices modulaires aux 
polyudmes dont il s’agit. C’est ce que I’on verra dans le nouveau 

{>^) OEtMires de Cauchy, S. 11 , T. n. 
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Menioirc clont je me bornerai a donner ici une idee en quelqueri 
mots. 

Soient p un nombro premier impair, et n un diviseur entier de 
p — i, en sorte qu’on ait 

p — I 

Soient encore 9 line racine primitive de I’equation binome 
(0 

t une racine primitive de I’equivalence 

(а) (mod./j), 
p une racine primitive de I’equation 

(3) — 
et 

r = 

une racine primitive de I’equivalence 

(4) x"-=i (mod./i). 

Enfin, soient h, k, I des nombres entiers quelconques, etposons 

( 5 ) 0 /,= e ■+- 

Les diverses valeurs de 0 a correspondantes aux diverses valeurs de h 
et de n seront autant de racines de la resolvanle de I’equation (i). 
On aura, d’ailleurs : i ° si A est divisible par n, 

(б) 0A=0o = -i; 

2 “ si A — A est divisible par n, 

(7) 0A = 0/i; 

3“ si k + A est divisible par n, 

(8) ©A0A=0A0_A-(-irV- 

OEmres deC. — S.\, t. X. 44 
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De plus, si Ton pose 

(u » 




0A0/.. 


on aura : i° en supposanL ou h, ou /c, ou h et k clivisibles par n, 

( I o I R/t, k — R/h o — Ro,k~Ro,o— 

2 " en supposant h, k non divisibles par n, at h -h k divisible par n, 

(II, ) Ru,k = Rh,-k — —{—^T‘'p; 

3“ en supposant A, A et A + A non divisibles par n, 

(15.) Ri,^kR-h,—k'=P- 

Ajoutons que Ton aura, en supposant les nombres A, k, I non divi- 
sibles par n, et la somme A -i- A -i- / divisible par n, 

( ■ 3 ) (- ir'Rn,k=^{- 1 r'^Rk,,^ (- 1 )'=^" Rk, I ; 

puis, en supposant la somme k ■+■ ih divisible par n, 

(■4) Rh.k-{-^T'^Rh,h- 

En vertu de la formule (lo) ou (i i), olfrira une valeur entiere 
toutes les fois que h + k sera divisible par n. Mais, si cette condition 
n’est pas remplie, alors sera un polynome radical, et Ton aura 

{i3 ) Rh,k— So aj p -+- ajp^ -I- . . . H- a,i_i p“~', 

a^, a,, aj, ..., a^_, etant des nombres entiers qui verilieront la for- 
mule 


(i(i) So 3 ] -t- aj -h i . . + — 2 . 

D’ailleurs ces nombres entiers pourront etre facilement determines 
pour une valeur donnee de t, ou, ce qui .revient au meme, pour une 
valeur donnee de 

?• = L^, 

k I'aide d’equivalences relatives au module r. {voir I’article insere 
on xSac^ dans le Bulletin deja cite). 
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Concevons maintenant que Ton pose 


on aura : i" en supposant A = o et // = i, 

fi8) — I, ,S'i = l; 

2" en supposant h divisible par //, 


ef, en particulier. 


On aura encore 


ou, ce qui revient au meme. 




— — 


n h-v-k 

e" " 


( 22 ) 

puis on en conclura, en remplagant I par « — A, ou par nk — A, 




et, plus generalement, 


(24) {-ir>^pS„S,u-n- 
Enfin, on tirera des formules (i 8 ) et(22) 

(25) .5*= /?,,! /?i_2 . . . 

A I’aide de cette derniere formule, jointe a I’equation (21), on deter- 
minera aisement, pour des valeurs quelconques de A et de k, les 
valeurs de Sh et de .ft/,,*, quand on connaitra cedes des polynomes 
radicaux 


(26) Rl.S’ 1> 

et meme, eu egard a I’equation (24), quand on connaitra les valeurs 
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de Ruh correspondantes a des valeurs de h positives et inferieures 

. n 
a - • 

2 

II est bon d’observer que, si dans la formule (22), on remplace k 
par nk, on en tirera 

( 2 j) ^nk-¥h — 

Dans le cas oil n est un nombre impair, m = est un nombre 

pair; et par suite les formules (8) et ( 24 ) donnent 

(a8) p, 

(29) SnU— — pS/iSnk-h- 

Alors aussi on tire des formules (i 3 ) et(i 4 ) : en supposant/2, k, I 
non divisibles par n, et la somme h + k-\-l divisible par n, 

(30) Rk,k— Rh,!— 

2“ en supposant la somme k + 2A divisible par n, 

{3l) R/i,k — R/i,h- 

Alors, enfin, on pourra determiner, pour des valeurs quelconques de 
h et k, les valeurs de Sa et quand on connaitra les termes de la 
suite 

(3^) -^1,1! ^2,2) •••) Rn—\,n — \j 

ou meme, eu egard a la formule 

R/i,/tRn—/i,n—k-~P> 

les termes de la suite 

(34) -^1,1, A, 2, ■ • •> Rn — i 

Eq effet, pour realiser cette determination, il suffira de recourir aux 
formules que nous aliens indiquer. 
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ConceTons que, pour abreger, on ecrive M/, au lieu de On tireru 
de la formule (22 ), en y posant k = h, 

( bo) 

puis on en conclura, en designant par t un nombre entier quei- 
conque, 

(36) 5,v, — 

Or, de cette derniere equation, jointe aux formules (27), (29), on 
tirera : 1° en supposant 2‘ — i divisible par n, 

( 37 ) = 

2" en supposant 2‘-i- i divisible par n, * 

(38) 

Les formules (36), (67), (38) sulFisent a la determination de 
quand on a calcule R/, pour toute valeur entiere et positive de h 

inferieure a -n. 

2 

Si, pour fixer les idees, on suppose que t soit racine de I’equiva- 
lence 

(mod./?), 

alors, en posant 

. n— I , . 

h = l, Lrzz 5 2'‘-M zz; /i 7 i, 

' 2 

on tirera de la formule (38) 

(39) &f-z=pR,j-,Rh-....Rl'-'; 

* puis, en laissant a i une valeur quelconque, et posant A = i, on tirera 
de la formule (36) 

(40) = 

Enfin, de cette derniiire, jointe a r6quation (27) et a la formule (69), 
on deduira la valeur de correspondante a une valeur. quelconque 
de h. 
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En s’appuyant sur les diverses formules qiie nous venons cl’etablir, 
on peut aisement calculer les indices moclulaires des polynomes radi- 
caux representes par 

7?/,, A- et par 

Ainsi, par exemple, on etablira les propositions suivantes : 

Theoreue I. — Pour obtenir I’indice modulaire maximum du poly- 
nome correspondant a la racine primitive r^ de V equivalence ( 4 ), il 
suffit de chercher les plus petits nombres posilifs qui soient equivalents, 
suivant le module n, aux produits hk, hi. Si la- sotnme de ces deux 
nombres est inferieure a n, I’indice cherche sera le nombre p. Il se 
reduira simplement a I’ unite dans le cas contraire. 

Exemple. — L’indice modulaire de 2?,,, -correspondant a la racine 
primitive r‘ est/>, ou I’unite, suivant que I est inlerieur ou non a 

TnEOBfeME II. — L’indice modulaire maximum de correspondant a 
la racine primitive r^ de la formule {l\) est le plus petit des nombres equi- 
valents, suivant le module n, au produit 

— hi. 

Exemple. — L’indice modulaire maximum de 0" coh’espondant a la 
racine primitive r’- de la formule (4) est n — 1. 

Ainsi que nous I’expliquerons dans un autre article, le tlieoremc II 
s’accorde avec I’un de ceux qu’a obtenus M. Kummer. 

En vertu des formules (i3) et (i4), ou (3o) et (3 j), le nombre 
total des valours de qui sont distinctes (abstraction faite des 
signes), et representees par des polynomes radicaux, se reduit, 

quand n est impair, a — ou bien a — ' ; et, quand n est pair, 

a ou bien a - ^ suivant que n est divisible ou non divisible 
par 3. 

Ainsi, par exemple, pour n — 5, les valeurs distinctes de 5^,*, 
representes par des polyndmes radicaux, seront au nombre de 
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quafre, savoir : 

/?,,, = 

nil, plus simpleruent, 

liy, 7?,, R.„ R,. 

Pour n — n, les valeurs distinctcs de representees par des 

polynomes radicaux, seront au nombre de huit, savoir : 

R„ R., R„ R„ R„ R, 

et 

-^ 1 , 2 — ^ 1,1 = 5 = ^ 6 , 3 = ^ 5 , 3 - 

Dans un prochain article, je montrerai le parti qu’on peuttirer de 
cette remarque pour decomposer et, par suite, le nombre p en 
facteurs radicaux. 


374 . 

An.u.yse MATufiiiATiQUE. — Mdmoire sur V application de la nouvelle theorie 
des imaginaires aiix diverses branches des Sciences mathematiques. 

G. R.5 T* XXVj p. 129 (26 jiiillet 1847). 

La nouvelle theorie des imaginaires que j’ai presentee a TAca- 
demie dans Tune des precedentes seances offre le double avantage 
de faire completement disparaitre Tune des plus grandes difficultes 
qu’offrait I’etude de I’Algebre, et de s’appliquer avec un egal succes 
aux diverses branches des Sciences mathematiques. Pour mettre cette 
verite dans tout son jour, je me bornerai ici a quelques exemples. 

On dit, en Algebre, qu’une equation du degre n a toujours n racines 
reelles ou imaginaires. Cette proposition acquiert un sens facile a saisir 
dans la nouvelle theorie, et s’enonce alors dans les termes suivants : 

f(jj) etant line fonction entiere de x, si Von pose a; = a + hi, a, h, i 
etant des quantiles reelles, on pourra toujours ckoisir a el h de. maniere 
que le reste de la dwision de f(a + hi) par i- -+- 1 s'evanouisse, quelle que 
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soit la valeur reelle de i. Si d’ailleurs lafonction f(a^) esl du degre n, le 
nombre des systemes de valeurs de a et h qui rempliront la condition 
indiquee sera precisement egal a n. 

Ajoutons que les racines reelles de I’equation 

f(^) = O 

seront evidemment les valeurs de a qui correspondront a des valeurs 
nulles de h. 

En Trigonometrie, le theoreme de Moivre peut s’enoncer dans les 
termes suivants : 

Si Von divise la puissance de cos a -i- jsina par j- 4 - 1, le reste 
de la dmsion sera cos7^a -H zsinna. 

Appliquee a des questions des nombres, la nouvelle theorie trans- 
forme une racine p de Funite qui entre dans un polynome radical f(p) 
a coefficients entiers en une quantite indeterminee ; et, si cette racine 
est du degre n, la lettre n designant un nombre premier, on n’a meme 
plus besoin de prouver que Fequation 

f(p)=0 

entraine la suivante 

F(ir) designant encore une fonction entiere a coefficients entiers. Car 
la premiere equation n’a plus d’ autre sens que. celui qu’elle acquiert 
quand on la transforme en la seconde. Alors aussi tous les theoremes 
etablis dans mes precedents Memoires deviennent faciles a saisir; et 
toutes les formules auxquelles je suis parvenu subsistent pour des 
valeurs reelles quelconques des quantites que designent dans ces for- 
mules les lettres p et 0, pourvu que Fon reduise les deux membres de 
chaque formule aux restes que Fon obtient quand on divise ces deux 
membres par les facteurs binomes 

— I et Bp — I. 

Enin, la nouvelle tbeorie des imaginaires fait encore disparaitre 
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les difficultes que Ton rencontrait, en Geometric, quand on voulait 
efendre la demonstration de certaines proprietes des figures au cas oil 
certaines lignes, certains points, cessent d’etre reels. La loi de con- 
tinuite, dont un de nos lionorables confreres, M. Poncelet, a fait dans 
ses Ouvrages des applications si elegantes et si dignes de remarque, 
prend alors une signification precise. Seulement chacune des lignes 
droites on courbes , que Ton appelait imaginaires , se trouve rem- 
placee par un systeme de lignes de meme nature, qui changent de 
forme avec la valeur variable d’un parametre indetermine. II en 
resulte que, en Geometric, les solutions imaginaires resolvent tou- 
jours des questions plus generales que celles que Ton avait posees. 
Rendons cette methode plus sensible par un exemple. 

Soient 

(1) [{a;,y) — o, F(ar,/) = o 

les equations de deux courbes reelles dont on cberclie les points com- 
muns. Si elles ne se coupent pas, on pourra d.u moins satisfaire aux 
equations donnees par des valeilrs imaginaires de la forme 

ou, pour parler plus exactement, on pourra choisir les quantites 
reelles a, p, y. o de maniere que Ton ait, quelle que soit la valeur 
reelle de i, 

f ( cc (5/, y -f- “H ) I, 

F(a H- y + J* 

I, J etant des fonctions entieres et determinees de i. Cela pose, les 
solutions imaginaires des equations prdposees feront connaitre les 
points d’intersection de deux courbes quelconques, representdes par 
deux equations de la forme 

(2) . f(^,y) = (i-hj^)I, F(2;,/) = (I + ^’)J; 

et si une combinaison lineaire des equations (i) produit une troisieme 
equation 

(3) (^{x,y) = o, 

CKuvres de C- — S. I, t. X. 45 
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qui represente une courbe reelle, cette troisieme courbe renfermera 
toujours les points d’intqrsection des courbes representees par les 
equations ( 2 ), quelle que soit d’ailleurs la valeur reelle attribuee au 
parametre i. 

Supposons, pour nous borner a un cas tres simple, que les equa- 
tions (i) representent deux cercles, et soient de la forme 

(4) (a; — {x-h a)^-hy-=r-. 

En les combinant entre elles par voie de soustraction, on obtiendra 
une troisieme equation 

(3) x = o, 

qui representera la droite d’intersection des deux cercles, dans le cas 
ob ils se couperont, c’est-a-dire lorsqu’on aura «<?•, Si a devient 
superieur a r, les valeurs imaginaires 

(6) x = o, y = ±:{a-— r-)^i, 

qui sont censees verifier les equations (4), satisferont en realite aux 
suivantes 

{x — a)--+y-— (fl^— r^) (i i^), 

(a:-i-a)s + j5=/-=+ ,-s)(n-j2); 

et ces dernieres representeront, quel que soit i, deux cercles qui se 
couperont suivant la droite representee par I’equation (5). 


375 . 

Theorie des nostbres. — Memoire sur diverses propositions 
relatives a la thectrie des nombres. 

C. R., T. XXV, p. i 32 (26 juillet 1847). 

La l&6orie des, indices modulaires ne fournit pas seulement divers 
moyetts de decomposer les nombres entiers en facteurs radicaux, elle 



EXl RAIT N“ 37 o, 355 

permet encore d etablir avec facilite un grand nombre de propositions 
(jui paraissent propies a interesser les geonietres, et (jui, jointes a 
plusieurs autres, peuvent etre utilement employees pour la demon- 
stration du dernier theoreme de Fermat. Afm de ne point depasser 
les bornes prescrites aux articles qui doivent etre inseres dans les 
Comptes rendus, jc me bornerai aujourd’hui a donner une idee cle ces 
diverses propositions, en annon^ant cedes qui semblentmeriter d’etre 
particulierement remarquees. 

Theoreme I. — Soit> comme nom V admettrons generalement ici, n un 
nombre premier impair . Soit encore p une racine primitive de V equation 

( 1 ) — r , 

etnommons f(p) un polynome radical a coefficients eatiers, forme 
les puissances de p. Si f(p) est dinsible par i — p, o/i aura 

(2) f(i)™o (mod. /i), 

el reciproquement, si cetle derniere condition est satis faite, f(p) sera dm- 
sible par i — p. 

Theoreme II . — Supposons le polyndme radical f(p) decomposable en 
deux facteurs de mime espdce <p(p), x(p)> sorte qu on ait 

(^) i(p) = <?(p)x(p)* 

Si f(p) est dmsible par (i — py, I dtant un nombre entier quelconque, 
alors 

?(ph x(p) 

seront respectwement dmsibles par deux expressions de la forme 

(i — p)^ (i~p)^ 

A, k etant deux nombres entiers, dont Vun pourra itre nul, et dont la 
somme sera L 

Theor£;me III. — Soit toujours 


f(p) = ?(p)x(p)- 
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Si I’ on a 


( 4 ) 

f(p)^0 

(mod. n)i 

sans avoir en mime temps 



(0) 

7.(0 = 0 

(mod. n)i 

on aura necessairement 



(6) 

?(p) = o 

(mod. n). 


TheorLme IV. — Si, en posant 


on designe par la dirivee de X de I’ordre I, on aura, pour x—i, 

(8) A'=o, Jr("-2) = o (inod./i). 

Nota. — Pour etablir ce dernier tlieoreme, il suffit de differentier 
n — 2 fois, par rapport a x, I’equation (7), reduite a la forme 

— l), 

et de poser ensuite 

X — l. 

THEOutiME V. — Supposons que, i{x) etant une fonction entiere dex, 
on pose successivement 

( 9 ) = j^{x)-x{\{x), 

Alors, en prenant 

on aura, pour toute valeur entiere de m, 

et en prenant 
on aura 
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Theoreme VI . Si le poly nome radical f(p)> a coejficients eritiers^ est 

id que Von ait 

(10) f(p)^o (mod./z), 
on aura encore 

(11) f(i)=0, f.(i) = 0, fs(i)=o, f,_5(i)^o (mod.«). 

lufeOREME VII. Si le polyndme radicai a coejjicients entiers, est 

tel que Von ait 

(12) (p(p) — ffl(p-‘)^o (mod.rt), 

on aura encore 

(t3) o,(i) = o, O 3 (i) = o, g„_ 5 (i) = o (mod.n); 

et si, dans le mime cas, on pose 


alors, en tuppotanl 0 ( 1 ) t^on divisible par on aura 

(i 3 ) ^i(i) = o, <&3(i) = o, ®a_5(i) = o (mod.«). 

Considerons maintenant en particulier un bindme radical ii, qui 
soil une fonction lineaire de p, sans etre divisible par un nombre 
enlier, en sorte qu’on ait 

* rr a -h Z?p, 

a, b etant des entiers prenaiers entre eux; et posons gendralement, 
pour une valeur en tiers quelconque de I, 

(> 6 ) M/iS: a-^ 

Enlin, soit 

(^ 7 ) I=:N(a + 4 p) 

le nombre entier qui represente la factorielle correspondante au bi- 
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nomc a -f- hp, Ce iiombre ne pourra, comme Ton sait, avoir pour fac- 
teiirs premiers d’antres entiers que le nombre n et des iiombres pre- 
miers de la forme A cette proposition deja connue, j’ajoute 

les tlieoremes suivants : 

Theore:me VIII. — Sapposons que, le nombre I etant Van quelconque 
des termes de la suite 

I, 2, 3, ...» /i — I, 


on nomme un autre de ces termes, choisi de maniere a verifier la con- 
dition 


(18) lai = \ (mod. /i), 

et posons 

(19) 0 { p )~ 

“a 


Vexposant a etant un nombre entier. Soil, d*ailleurs, F(p) un poly- 
nome radical a coefficients entiers. Si, le nombre a-^b etant premier a n, 
le nombre I, determine par V equation (17), est une puissance entiere dii 
degre n, on pourra choisir Vexposant p. et le polyndme F(p) de maniere 
a verifier la formule 


(20) 


9 (p~M _ 
9 (p) 


- F(p) „ 


et, par consequent, lasuwante : 


(2O — cp(p) = o (mod./z). 

Tueoreme IX. — Les mimes choses etant posies que dans le theoreme 
precedent, nommons s une racine primitive de V equation 

(2^) (mod. /i). 

Soient d'ailleurs Vun quelconque des nombres 
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33i) 

et aji celui d'enlre ces memes nomhres qui verijie la condition 
( 23 ) = 

Enfin posons 

( 4 ) 

el soil CO la valeur numerique de la resultante formee avec les dicers 
termes dii tableau 



^1,2J 

. . . , a n—lt 

] ^2,1» 

J 


• • • > n — i , 

1 •••, 

. . . , 

. . . , ....... 

[ ^n—l » 


, « . , dfi — I n _i , 


“i”’ " 

2^2 


termes dont chacun se reduit^ au signe pres, a V unite. On pourra choisir 
Vexposant v de maniere qiie, pour une valeur quelconque du nombre en- 

( It 

p~-^ j se reduise a la puissance d’un rapport 
de la forme et que I’on ait, par suite, 

(p-''^^_/)“ = o (mod. n). 

Si I’on altribue successivement a n les valeurs 

3, 5, 7, II, i3, 

on pourra riduire les valeurs correspondantes de co aux nombres 

Lf 2j lOj .... 

Dans uii prochaiii article, j’expliquerai comment ces diverses pro- 
positions peuvent etre appliquees a la demonstration du dernier theo- 
reme de Fermat. 
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376 . 

Tueorie des nomcres. — Memoire. sur diverses propositions relatives 
a la theorie des nomhres (suite). 

C. 11., T. XXV, p. 177 (2 aoLit 1847 ). 

Aux propositions enoncees dans le Compte rendu de la precMente 
seance, il est utile d’en joindre plusieurs autres que je suis parvenu a 
demontrer, et que je vais indiquer en peu de mots. 

XfiEORfeME I. — Soient n, p deux nomhres premiers impairs, dont le 
second soit de la forme nx -ht. Soient, de plus, p une racine primitive de 
^equation 

(1) x'^=r, 
t une racine primitive de V equivalence 

( 2 ) (mod.jo); 

puis, en admettant que les entiers h, k, h + k soient premiers a n, posons 

(3) = 

la somme qu indique le signe S s’ elendant a toutes les valeurs entieres de 
a comprises dans la state 

I, 2 , 3, p — 1 , 

et S designant, dans la m^me suite, le terme qui verijie V equivalence 

(mod./?). 

On aura 

^ P = R A, R— A,— * ; 

puis., en posant k = h, et ecrivant, pour ahreger, au lieu de on 
trouvem 
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D'ailleurs, et seront des polyndmes radicaux, dans chacuu des- 
quels les coefficients des diverses puissances de z fourniront une somme 
egale ap — *1, Eiifin, si Von pose 

( 6 ) . rzzi L n ^ 

r sera une racine primitive de V equivalence 

(mod./;), 

et V indice inodulaire maximum c/e R,, correspondant a la racine primi- 
tive r\ sera, ou le nomhre p, ou V unite, suivant qiie le nombre I sera in fe- 
^ n 

rieur ou non a -• 

De ce premier theoreme, on pent deduire la proposition suivante : 
TheoremeII. — Faisons 


(7) II — a + bp, 

a, b etant deux nomhres entiers premiers entre eux, dont la somme ne 
soil pas divisible parn;xt supposons que la factorielle 

( 8 ) l = N(a + bp), 

correspondanle au hinome radical a + bp, ait pour facteurs premiers les 
entiers p, q, en sorte quon ait 

(9) 

Concevons d’ailleurs que, I etant I’un quelconque des entiers 

I, 2 , 3, •*>, n I , 


on nomme Ui un autre de ces entiers choisi de maniire a verifier la condi- 
tion 

(10) /«/ = ! (mod. ft). 


Enfin, soil r celle des racines de V equivalence 
(n) = i (mod. I), 


(^Awres de C. ~ S. I, t. X . 


= i (mod. I), 
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qui rerijie la condition 

^12) - a + b/- = o (mod. I), 

et nommons R, , R' , . ..les dwerses valeurs de R, qui correspondent ( voir 
le fheoreine \) dla racine r et aux divers modules p, q, . . on aura 

(l3) Ua, ■ ■ ■ R} Rf . . .Cj(p), 

cr(p) etant an diviseur de 1’ unite, qui se riduira, au signe pris, a une 
puissance entUre de p. 

Corollaire. — Si le nombre I est une puissance entiere du degre n, 
le produif 

RjR'f... 


sera de la forme [F(p)]", F(p) etant une fonction entiere de p, a coef- 
ficients entiers, et Ton obtiendra la proposition suivante : 

Theor6me III. — Les mimes choses etant posies que dans le theoreme 11, 
si le nombre I se reduit d une puissance du degre, on aura 

U4) Uapia,-- ■ «a2^=[F(p)]'‘ro(p), 


F(p) etant une fonction entiere a coefficients entiers, el ^(p) an diviseur 
de r unite, qui se riduira, au signe pris, a une puissance enliire de p. Si 
d’ailleurs on pose, pour abreger. 


(. 5 ) 



. F = 


F(p-^) 
F(P) ’ 


et si Von observe que le rapport 


roCp) ■ 


sera une puissance entiere de p, on trouvera 

3 

i dddgnamt un nombre entier. 
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Corollaire /. Comme, en supposant toujours a a- L et, par suite, I 
non divisibles par n, on aura 

(17) ■ V" = i (mod. « ), 

la formule (16) entrainera la suivante 

n8 ) Pa, i’a. . . . i’a^ = I ( lllOd. /t ), 

qiii coincide avec la formule (21) de la page 358 . De plus, si a/, ^ant 
I’un quelconque des termes de la suite 


(Z2f . . « j (7/, _ I, 

2 

et a* celui d’entre ces memes termes qui satisfait a Tequivalence 

(19) (mod, n), 

on designe par celle des deux quantites -hi, — i qui yerifie la 
condition 

~~ y 

alors, en nommant co la valeur numerique de la resultante 

S^±3ti.iCta,a..-«n-i „-iy 

on deduira de I’equation (16) une autre equation de la forme 

(20) p“ =-(?'> p* 

etant un nombre entier, et't? etant de la forme 


(21) 

Enfin, comme on aura 


t ,7 


i(p) 


(22) 


■(?«= I 


(raqd. n), 
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on trouvera encore 

(’?> = p* (mod. rt), 

ot I’on sera ainsi ramene au theoreme IX de la page 358. Ajoutons que 
la valenr de co, determinee par la formule 

(23) t.) = ± 0=2,2 ■ • • «-i^, 

n’est pas toujours la plus petite de celles que Ton peut adopter dans 
la formule ( 20 ), et que, en attribuant successivement a n les valeurs 

3, 5, 7 , II, i3, 

on peut reduire les valeurs correspondantes de co aux nombres 

I, 2, 2, 6 , 10, — 

Gorollaire II. — Des seules propositions enoncees dans cet article 
et dans le precedent, on peut dej'a deduire diverses consequences rela- 
tives au dernier theoreme de Fermat. 11 en resulte, par exemple, que, 
pour demontrer I’impossibilite de resoudre I’equation 

a“-(- c'^— o 

par des entiers premiers entre eux et premiers a ji, il suffit de s’as- 
surer que la somme 

I -t- 2 ®-^ -H 3"—^ -h . . . -h - 

n’est pas divisible par n, ou bien encore que w est un nombre pre- 
mier a n. On voit done combien il importe de determiner la valeur du 
nombre co, ou du moins le reste qu’on obtient en divisant co par n. On 
y parvient a I’aide d’une methode qui permet de resoudre facilement 
une classe trbs etendue d’equations lindaires, et que je vais indiquer 
en peu de mots. 

Soient donnees, entre n inconnues 

y, a, V, 
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n equations lineaires de la forme 


I a^a; aij 4- flj;; -i-. . .-h + a„_, c = A'o, 

\ «iX + '*s/ + -t-- • .4- -f- i7|j(> ki, 

' 4- «37^ «4:; + . , .4- +«,(• 


-I- -h V =z 


et posons, pour abreger, 


V 4- . . . -4- w + p 1=1. .y. 

On observera d’abord que, des formules (24) combinees entre eiles 
par voie d’addition, on tire 

(26) ^'1 4- ■ ■ . + A-;,_l 

c^o-T- ajH” . . .-h 

Pour trouver ensuitc les valeurs des diverses inconnues 

oc , y , z , ..., u , r, 

on multipliera les formules (24), avant de les ajouter entre elles, par 
les divers termes de la progression geometrique 


1 • • • j H ? 


p etant une racine primitive de I’equation 


etl’on trouvera ainsi 


(27) X + p--7 4- r-z + ■ . ■ + ^‘P + 

^0 -f- p -j- "+■ • 

Done, si Ton pose, pour abreger, 

. «.4- «, p + + . . . + p-> - +A,p -4-.. 


..4 -A-„_iP”-‘ 


4-A„_ip- 


on aura 


• — A, 4“ C, 


( 28 ) a; = Ao+C, 


y — Ai 4- C, 


' • » 


u — A;j_i -4- Cj 
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C etanf tine quantife clont la valeur se cleduira aisement de I’equa- 
tion (26), puisque, en vertu des formules (28), on aura 

(29) nC=s— A„ — A| — Aa— — A„_,. 


377 . 

Theorie nES KOMBRES. — Memoire sur dwerses propositions relatives 
a la theorie des nombres (suite). 

C. R., T. XXV, p. 242 (9 aoRt 1847). 

Les propositions enoncees dans le precedent article, et les formules 
qu’il contient, sont relatives au cas oil le nombre designe par la 
lettre n est un nombre premier impair. Mais on peut generaliser 
encore ces formules, et en particulier celles qui se rapportent a la 
resolution d’une classe tres etendue d’equations lineaires. 

Elfectivement, supposons que, n 6tant un nombre entier quel- 
conque, on se propose de resoudre les formules (24) de la page 365. 
Pour obtenir la valeur de Tune quelconque des inconnues, de x par 
exemple, il sulfira eyidemment de combiner entre elles, par voie d’ad- 
dition, ces memes formules, respectivement multipliees par certains 
facteurs 

> t,// — 1? 

ces facteurs etant assujettis a verifier les conditions 



4- . 

■ • ”i~ — l ~ — CO, 

«ilo 

4~ ^2^1 4 - . . 


Cln-\ 

Ho 4- 4- . . 

. . -h ™ 0 , 


dans lesquelles w peut etre un nombre quelconque arbitrairemenl 

cliqigi. Or soit p une racine primitive de I’equation 

(2 : , a;« ~ 1 , 
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Les conditions (r) entraineront avec elles la formule 

(3) u = (Oo-h c/ip . .-h i,p-‘ -H. . .-4- 

et meme cette derniferd formnle eontinuera de subsisfer, quand <in v 
remplacera p par Tune quelconque des puissances de p, c’est-a-dire, 
en d’autres termes, par Tune quelconque des racines de Tequation ( 2 ). 
Reciproquement, si la formule (3) snbsiste quand on y remplace p par 
une quelconque des racines de I’equation ( 2 ), alors les faefeurs 

* * * j '^n—i 

satisferont certainement aux conditions ( 1 ). D’ailleurs, si I’on pose, 
pour abreger, 

(4) f(p) = ao+«ipH-.-- + a«-iP“-‘, 
la formule (3) donnera 

(5) ?o+f.p-‘ + .-. + |„-.p-«-‘-f^; 

et, si la formule (3) subsiste quand on y remplace pparp'", metantun 
nombre entier quelconque, on aura encore 

(6) + 

Or, si dans la formule (6) on remplace successivement le nombre m 
par les divers termes de la suite 

( 7 ) o, I, 2, ..., n — i, 

les equations ainsi trouvees donneront 

m-=:n — 1 

■&=; S f(^f' 

wz =r 0 

I etant Tun quelconque des entiers inferieurs k n, et !e signe ^ indi- 
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fournies par I’equation (8), satisfont, quel que suit to, aux condi- 
tions (i); et par suite, s’il s’agit seulement de resoudre les equa- 
tions (24) de la page 365, on pourra prendre co = i. Mais, dans cer- 
tains problemes, les valeurs des inconnues doivent etre entieres, et 
I’on peut demander, par exemple, de verifier les formules (i) par des 
valeurs entieres de 

COf • • • , 


dans le cas ou les coefficients a,, .... ont eux-memes des va- 
leurs entieres. Or je suis parvenu a demontrer que, pour satisfaire a 
cette derniere condition, il suffit de prendre 

( 9 ) = 


378 . 

Theoeie des nombres. — Me/noire sur I’emploi des racines de V unite 
pour la resolution des divers systemes d’ equations lineaires. 

C. R., T. XXV, p. 285 (23 aoRL 1847). 

J ai montre, dans les precedentes seances, comment on peut faire 
servir les racines de 1 unit5 k la resolution de certains systemes 
d equations linkaires; mais les equations que j’ai indiquees ne sent 
pas les seules qui puissent etre ainsi resolues. D’autres, qui ne sent 
pas mqins digues d’attention, jouissent encore de la meme propriete. 
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Ajoutons (jii6 l6s unes 6t les autres se resolv’ont cn noiiibres ciifiers, 
rious des conditions qui meritent d’etre remarquees. C’est cp que Ton 
verra dans le Memoire que j ai 1 honneur de presenter a I'Academif*. 
Je me bornerai ici a en extraire quelques propositions Ibndanienfales, 
le Memoire lui-meme devant etre prochainement public dans les E.ver- 
cices d’ Analyse et de Physique mathematique. 

Je commence par etablir la proposition suivante : 

TnEonfeaiE. — Soil 

f{a:) = c. 4- c, + . . . -4- c„,_, .r + c,„ 

line, fonclion entiere du degre m, dans laquelle le coefficient de la plus 
haute puissance de x se trouve rediiit a V unite. Supposons d'ailleiirs les 
m racines de V equation 

(j) /{•^)=o 

partage'es en deux groupes a, 6", y, . . . ; A, p., v, .... Soil cnfin 

U=:F(A, p, V, . . .) 

une fonction des racines A, (x, v, ..., symetrique, entiere, el a coefficients 
entiers. On pourra transformer U en une fonction entiire des racines a, 
S, y, et des coefficients c, , qui, etant elle-mime a coeffi- 
cients entiers, sera symetrique par rapport aux racines a, y, 

Nota. — Pour demontrer ce tbeoreme, il suflit d’observer : i“que, 
a, y, ... etant racines de I’equation (i), on pourra diviser. algebri- 
quement f{x) par le produit (a; — a) (a: — S) (a; — y) . . .; 2 ° que, si 
I’on nomme fx) le quotient ainsi obtenu, \'(x) sera une fonction en- 
tiere cle X, dans laquelle la plus haute puissance de x se trouvera mul- 
tipliee par I’unite, les autres puissances de x etant respectivement 
mulfipliees par des fonctions entiferes de c,,, c,, a, €, y, ..., 

qui seront a coelBcients entiers, et symtoiques par rapport aux ra- 
cines a, y, . . 3“ que X, p:, v, . .. seront precisement les diverses 
racines de I’equation f(x) = o. 

OEtirres de C. — S. I, t. X. 
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Soit maintenant n un nombre entiei’ quelconque, et considerons le 
systeme des equations 

/ a^x H- + ajs -t-. . . 4- «„_2« + e = 

] CL^x a^y a-^z a — 

(2) ' 

I _•••••-•- ; 

que Ton deduitdes formules ( 24 ) de lajDage 365, en changeant, dans 
la deuxieme, la troisieine, la quatrieme, . . . formule, les signes du 
dernier, puis des deux derniers, puis des trois derniers, ... termes. 
Pour obtenirla valeur de Tune quelconque des inconnues, de x par 
exemple, il suffira evidemment de combiner entre elles, par voie d’ad- 
dition les formules ( 2 ) respectivement multipliees par certains fac- 
teurs • • •> ces facteurs etant assujettis a verifier les condi- 

tions 

I < 2 ( 1^0 + ^ 2^2 + • • • W , 

^ 3 ^ I + « 2 ^ iH -« 3|2 + - ••-+-«, «0 ? n_i = 0 , 

/ * j 

^0 ^0 ^2 ■ ■ • - ■ ' tX/i — 2 ^ 11 — 1 O, 

dans lesquelles a peut etre un nombre entier quelconque arbitraire- 
ment choisi. Or, soit p une racine primitive de I’equation 

(4) = 

les conditions (3) entraineront avec elles la formule 

(5) 4) = («o+aip-4-a2p“-f-...-+-a„_,p«-')(?oH-|.p-'4-'|2p--+-..-l-^«-,p-"-^'). 

et meme cette derniere formule continuera de subsister quand on y 
remplacera p par I’une quelconque des puissances impaires de p, c’est- 
a-dire, en d’autces termes, par I’une quelconque des racines de I’equa- 
tion 

(®) a;" = — I . 

E^ciproquement, si la formule (5) subsiste quand on y remplace p par 
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I’une quelconque des racines de I’equation (6), alors les facteurs 

satisferont certainement aux conditions (3). D’ailleurs. 
si Ton pose, pour abreger, f (p) = ao + a,?" + 

la formule (5) donnera 


Up) 

et si, dans cette derniere, on remplace p par p™, m etant un iiombre 
impair quelconque, on aura 

i(p'") 

puis on en conclura 


(9) 



0 ) 



I etant Tun quelconque des entiers inferieurs a n, et le signe ^ indi- 


quant la somme des valeurs du produit correspondantes aux 

diverses valeurs impaires de m comprises dans la suite i, 3, 5, 

2« — I . 

Les valeurs de I,, fournies par I’equation (g) satis- 

font, quel que soit co, aux conditions (3); et par suite, s’il s’agit seu- 
lement de resoudre les equations ( 2 ),' on pourra prendre co = t. Mais, 
dans certains problemes, les valeurs des inconnues doivent etre en- 
tieres, et Ton peut demander, par exemple, de verilier les formules (3) 
par des valeurs entieres de ^ 0 , i,, 5,* Or d resulte du tbeo- 

reme enonce au commencement de cet article, que, pour satisfaire ii 
cette derniere condition, il sufBra de prendre 


(10) ■ CO:=f(p)f(p^)...f(p^«-*). 

Les formules precedentes fournissent le moyen de calculer aisement 
le nombre entier designe par co dans la seance du 2 aoilt dernier. 
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379. 

Physique matiiematique. — Note sur la polarisation chromadqm. 

C. R., T. XXV, p.'33i (3o aoilL 1847 ). 

Un des savants les plus distingues dn I’Allcmagno, M. d’Ettings- 
hausen, etant venu ces jours derniers a Paris, et m’ayant dit quelques 
mots au sujet de ses rcclierclies sur la theorie de la lumiere, je lui 
parlai aussi des miennes, et j’ajoiitai que les Comptes rendus renfer- 
maient seulement une faible partie des resultats contenus- dans les 
Memoires que j’avais presentes a I’Academie sur I’Analyse ou sur les 
applications de I’Analyse a la Physique. Jo citai, a cette occasion, le 
Memoire du 8 mars dernier, sur les corps consideres comrhe des sys- 
temes de molecules dont chacune est elle-memc un systeme d’atomes, 
et mes Memoires plus anciens, relatifs a la polarisation chromatique. 
Alors, M. d Ettingsliausen me temoigna le desir de me voir pubiier 
immediatement au moins les parties les plus importantes de ces Me- 
moires, surtout les deux dernieres pages d’un manuscrit, quej’ai mis 
sous ses yeux, et qui avait ete paraphe par I’un d,e MM. les Secretaires 
perpetuels, avec 1 indication d une seule date, deux fois reproduite, 
celle du 22 avril i844* Comme ces deux pages, dont chacune porte 
le paraphe de M. Arago, sont relatives a un ohjet dont M. d’Ettings- 
hausen s est aussi occupe de son cote, et dont il s’occupe encore, je 
me bornerai a les transcrire, sans y changer un seul mot. 

Equations differen tie lies de la polariiation chromatique, 

Les equations dififerentielles des mouvements infinimentpetits d’un 
systeme de molecules sollicitees par des forces d’attraction ou de re- 
pulsion mu tuelle sont de la forme- 

<0 D?^ = SI'^(x-4-A?)/(/-4-p)], 
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[voir les Exercices d’ Analyse, tome I, page 3 (')], la valeur de p etant 
sensiblement 

X -f- y A-/H- z a; 


Si Ton veut obtenir la polarisation cbromatique, il suffira d’ajouter 
aux seconds membres des equations (i) des termes de la forme 


(2) Sj»i[z(y-I- Ay)) — y(z-f- AO] (’('’) j = S[m(zArj — y At) 


En efiet, si Ton pose 

(3) 


^ — _ — fiTix-hvr-hwz—si 

B ~ G~ 


de semblables termes deviendront 


(4) (BD,„-CDp)K, 

K designant une fonction de u, e, et il suffira de supposer K 

fonction de = «--i- e-4- (*>-, pour reduire les expressions (4) a la 
forme 

(5) (!T'B-pC)5|^-((.vB-pC)G, 

G etant fonction de 

Il est important d’observer que le produit 

(6) m[z(y + Ay)) — y(z-)-AO f(/’) 

represente la projection sur I’axe desas d’une force perpendiculaire an 
plan qui passe par les droites OA, O' A', dont la premiere est menee, 
dans I’etat d’equilibre, de la molecule m qui coincide avec le point 
(x,y,s), a une molecule voisine m qui coincide avec le point 
(a; + X, j -4- y, .s + s), et dont la seconde est ce^ que devient la pre- 
miere, quand on passe de I’^tat d’equilibre a I’etat varie. De plus, la 
force, dont I’expression (6) est la projection, est proportionnelle, 
d’une part, au produit des droites OA, O'A' par le sinus de Tangle 
compris entre elles; d’autre part, a urie fonction f(r) de la distance r. 


) OEavres de Caiichj, S. U, T. XL 
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II reste a savoir si, en attribuaat aux molecules cles corps des 
formes determinees et des mouvements de rotation tres petits, on ob- 
tiendra, pour les mouvements infiniment petits, des equations de 
meme forme que celles auxquellcs conduit la supposition que nous 
venons d’enoncer. 

Le produit des droites OA, O' A' est sensiblement prpportionnel 
a r-. Done la force dont nous avons parle se reduit au produit d’une 
fonction de r par le sinus de Tangle compris entre les deux droites. 


380 . 


Astroxojue. — Memoire sur la determinalion des orbites des planiles 

et des comeles. 

C. R., T. XXV, p. 40 1 (20 septembre 1847). 

Les nouvelles methodes que j’ai donnees pour la determination des 
orbites et des mouvements des corps celestes ne sont pas, il importe 
de le remarquer, des theories purement speculatives ; et si, d’une 
part, elles peuvent contribuer au progres de TAnalyse mathematique, 
d’ autre part, elles olfrent des moyens de calcul qui s’appliquent utile- 
mentala solution des grands problemes de TAstronomie. Deja, dans 
de precedents Memoires, j’ai deduit des resultats numeriques de la 
methode par laquelle j’etais parvenu a determiner, dans la theorie 
des mouvements planetaires, les perturbations d’un ordre eleve, et 
j’ai fait voir que Ton pouvait retrouver ainsi la grande inegalite de- 
eouverte par M. Le Verrier dans le mouvement de Pallas. J’avais pro- 
mis de montrer aussi, sur un example, les avantages que presentent 
mes formules pour la determination des orbites des planetes et des 
cometes. Bo eddant aujourd’hui au yceu de plusieurs savants qui r6cla- 
ment Taccompiissement de cette promesse, je suis heureux de penser 
que je ainsi aux astronomes, et, en particulier, a mes hono- 
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rabies confrM’es du Bureau des Longitudes, un moyen facile de fixer 
avec une grande precision les elements des orbites des petites planetes 
recemment decouvertes par divers observateurs. Entrons maintenant 
dans quelques details. 

Pour determiner aussi exactement qu’on le pent les elements de 
I’orbite d’une planete a une epoque donnee, en les deduisant d’obser- 
vations astronomiques, il convient de resoudre successivement deux 
problemes bien distincts I’un de I’autre. Le premier consiste a deve- 
lopper les quantites variables, specialement la longitude et la latitude 
de la planete, suivant les puissances du temps mesure a partir de 
I’epoque donnee. Le second probleme consiste a substituer les coeffi- 
cients des premiers termes des developpements dont il s’agit, dans 
des formules simples desquelles on puisse aisement deduire des dis- 
tances de la planete au Soleil et a la Terre, et, par suite, les divers 
elements de 1 orbite cherchee. Le premier probleme pent etre aise- 
ment resolu a I’aide de la metliode d’interpolation que j’ai proposer 
dans un Memoire publie en i833, et reimprime dans le Journal de 
M. Liouville ('). Comme je I’ai remarque, cette metbode ofFre de nom- 
breux avantages qui permettent d’arriver promptement et surement 
aux developpements cliercbes. En effet, elle substitue a la recherche 
des divers termes du developpement de Tune quelconque des quan- 
tites variables la recherche d’une certaine espece de differences finies 
de divers ordres, representees par des fonctions lineaires des valeurs 
observees de la variable, ou des differences deja calculees. Or ces 
fonctions lineaires sont faciles a former, attendu que dans chacune 
d’elles chaque coefficient se reduit, au signe pres, a Tunite; et d’ail- 
leurs elles sont precisement celles qui offrent les moindres chances 
d’erreurs possibles. Ce n’est pas tout : la methode dont il s’agit peut 
faire concourir a la solution du probleme un nombre quelconque d’ob- 
servations dont les resultats sont combines entre eux par voie d’addi- 
tion et de soustraction seulem6nt; et le calcul, loin de se compliquer. (*) 


(*) OEtwves de Cauchy, S. II, T. II. 
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taiiclis quo Ton avaiice, devieat d’autant plus simple, qu’il est appli- 
que ii la recherclie de differences finies d’un ordre plus eleve. Ajou- 
tons que la metliode, fournissant elle-mcme la preuvc de la justesse 
des operations effectuees, ne permet pas au calculateur de commettre 
la faute la plus legere, sans qu’il s’en aperQoive presque immediafe- 
ment, et que le calcul s’arrete de lui-meme a I’instant oii Ton attaint le 
degre d’exactitude auquel on pouvait esperer do parvenir. Remar- 
quons enfin que les divers (ermes des developpements cherches peu- 
vent etre aisement deduits des differences finies dont nous venons de 
parler, et de la determination de certains nombres dont les valeurs 
dependent uniquement des epoques auxquelles les observations ont 
ete faites. Si le calculateur connait ces epoques sans connaitre les 
observations elles-memes, ilpeut immediatement calculer les nombres 
dont il s’agit, et achever ainsi, chose singuliere, la partie la plus labo- 
rieuse de tout son calcul. 

Les premiers termes des developpements des variables etant calcu- 
les, comme on vient de le dire, et deduits d’observations dont je sup- 
poserai le nombre egal ou superieur ii quatre,'on connaitra les derivees 
des trois premiers ordres do chaque quantite variable, differentiee par 
rapport au temps, ou plutot leurs valeurs correspondantes a I’dpoque 
donnee; et il ne restera plus qu’a substituer ces valeurs dans des for- 
mules simples desquelles on puisse aisement tirer les elements de 
I’orbijte avec les distances qui separent le Soleil et la Terre de I’astre 
observe. Remarquons d’ailleurs que ce dernier probleme ne serait pas 
completement determine, si le nombre des observations n’dfait pas au 
moins egal a quatre, deux orbites distinctes Tune de I’autre pouvant 
satisfaire a trois observations donn.ees. L’hypothese admise.est done 
celle qu’il convenait d’adopter. Or, dans cette hypothfese, si Ton prend 
pour inconnues les distances de I’astre observA k la Terre et au Soleil, 
on cbeterminera facilenaent les valeurs de ces deux inconnues k raide 
des operations tres simples que je vais indiquer. 

i" Oae Equation lindaire ddterminera immediatement le cube de la 
distanoe r de I’astre au Soleil, et, par suite, cette distance elle-mdme. 
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Mais, comme cette premiere equation renferme des derivees du troi- 
sieme ordre, dont les valeurs se determinent avec moins de precision 
que cedes des derivees du premier et du second ordre, la distance 
ealculee pourra n’etre pas rigoureusement exacte, et il conviendra de 
lui faire subir une correction dont nous parlerons tout a I’heure. 

2 ° Lorsqu’on aura determine approximativement, comme on vient 
de le dire, la distance r de I’astre au Soleil, une seconde equation 
lineaire, qui renferme des derivees du premier et du second ordre, 
fournira une valeur approchee de la distance r' de I’astre a la Terre. 
Ajoutons que cette derniere distance sera determinee avec une plus 
grande precision, si on la deduit de la resolution du triangle recti- 
ligne qui a pour sommets les centres de la Terre, du Soleil et de I’astre 
observe, c’est-a-dire, en d’autres termes, si on la deduit de la resolu- 
tion d’une ^uation du second degre qui renferme seulement, avec les 
distances cherchees, deux constantes relatives a la position de la Terre 
et deux angles fournis par Tobservation. 

3“ Lorsqu’on aura determine approximativement, ainsi qu’on vient 
de I’expliquer, les valeurs des deux inconnues r, r' , alors, pour ob- 
tenir des valeurs plus exactes, il suffira d’appliquer la methode d’ap- 
proximation lineaire ou newtonienne a la resolution simultanee des 
deux equations desquelles se deduit la distance r' de la Terre a I’astre 
observe. Bn effet, il importe de le remarquer, la methode d’ approxi- 
mation newtonienne s’applique, avec la plus grande facilite, a reva- 
luation rigoureuse, non seulement d’une seule inconnue determinee 
par une seule equation, mais encore de deux, trois, ... inconnues, 
determinees par deux, trois, ... equations, lorsque deja Ton possede 
des valeurs approchees de ces inconnues. D’ailleurs, les deux equa- 
tions auxquelles on appliquera la methode dont il s’agit ne renfer- 
ment aucune derivee du troisieme ordre, mais seulement des derivees 
du premier et du second ordre, qui, p^ aucuo moyen, ne sauraient 
etre bannies entierement du calcul. Done, en definitive, si I’on applique 
la methode newtonienne a ces memes equations, apres avoir deter- 
mine les valeurs approchees de r et r' k I’aide de I’equation du second 

OEumrea de C. — S. 1 , t. X. 4^ 
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tandis quo Ton avance, devieat d’autant plus simple, qu’il est appli- 
,{ut- ii la recherche de differences finies d’un ordre plus eleve. Ajou- 
tons que la methode, fournissant cllo-meme la preuve de la justesse 
lies operations effcctuees, ne permet pas au calculateyr de cominetfre 
la faute la plus legdre, sans qu’il s’en apereoive presque immediate- 
ment, et que le calcul s’arrete do lui-meme a I’instant oil I’on atteint le 
degre d’exactitude auquel on pouvait esperer de parvenir. Remar- 
(juons enfin que les divers termes des developpcments cherclies peu- 
vent etre aisement deduits des differences finies dont nous venons de 
parler, et de la determination de certains nombres dont les valeurs 
dependent uniquement des epoques auxquellcs les observations ont 
ete faites. Si le calculateur connait ces epoques sans connaitre les 
observations elles-memes, il pent immediatement calculer les nombres 
dont il s’agit, et achever ainsi, chose singuliere, la partie lapluslabo- 
ideuse de tout son calcul. 

Les premiers termes des developpements des variables etant calcu- 
les, comme on vient de le dire, et deduits d’observations dont je sup- 
poserai le nombre egal ou superieur a quatre.’on connaitra les derivees 
des trois premiers ordres de chague quantito variable, differentiee par 
rapport au temps, ou plutot leurs valours correspondantes a I’epoque 
donnee; et il ne restera plus qu’ii substituer ces valeurs dans des for- 
mules simples desquelles on puisse aisement tirer les elements de 
I’orbi.te avec les distanees qui separent le Soleil et la Terre de 1 astro 
observe. Remarquons d’ailleurs quo ce dernier probleme ne seraitpas 
completement determine, si le nombre des observations n’etait pas au 
moins egal a quatre, deux orbitos distinctes Tune de I’autre pouvant 
satisfaire a trois observations donnees. L’hypothese admise est done 
celle qu’il convenait d’adopter. Or, dans cette hypothbse, si Ton prend 
pour inconnues les distances de I’astre observe a la Terre et au Soleil, 
on determinerafacilement les valeurs de ces deux inconnues a 1 aide 
des operations tres simples que je vais indiquer. 

i" Une equation lineaire determinera immediatement le cube de la 
distance r de I’astre au Soleil, et, par suite, cette distance elle-meme. 



EXTRAIT N“ 380. 


377 

Mais, comme cefcte premiere equation renferme des derivees du troi- 
sieme ordre, dont les yaleurs se determinent avec moms de precision 
que celles des derivees du premier et du second ordre, la distance 
calculee pourra n’etre pas rigoureusement exacte, et il conviendra de 
lui fiiire subir une correction dont nous parlerons tout a I’heure. 

2 ° Lorsqu’on aura determine approximativement, comme on vient 
de le dire, la distance r de I’astre au Soleil, une seconde equation 
lineaire, qui renferme des derivees du premier et du second ordre, 
fournira une valeur approchee de la distance r' de I’astre a la Terre. 
Ajoutons que cette derniere distance sera determinee avec une plus 
grande precision, si on la deduit de la resolution du triangle recti- 
ligne qui a pour sommets les centres de la Terre, du Soleil et de I’astre 
observe, c’est-a-dire, en d’autres termes, si on la deduit de la resolu- 
tion d’une equation du second degre qui renferme seulement, avec les 
distances chei'chees, deux constantes relatives a la position de la Terre 
et deux angles fournis par I’observation. 

3° Lorsqu’on aura determine approximativement, ainsi qu’on vient 
de I’expliquer, les valeurs des deux inconnues r, r', alors, pour ob- 
tenir des valeurs plus exactes, il suffira d’appliquer la methode d’ap- 
proximation lineaire ou newtonienne a la resolution simultanee des 
deux equations desquelles se deduit la distance r' de la Terre a I’astre 
observe. En effet, il importe de le remarquer, la methode d’approxi- 
mation newtonienne s’applique, avec la plus grande facilite, a reva- 
luation rigoureuse, non seulement d’une seule inconnue determinee 
par une seule equation, mais encore de deux, trois, . . . inconnues, 
determinees par deux, trois, ... equations, lorsque deja Ton possede 
des valeurs approchees de ces inconnues. D’ailleurs, les deux equa- 
tions auxquelles on appliquera la methode dont il s’agit ne renfer- 
ment aucune derivee du troisieme ordre, mais seulement des derivees 
du premier et du second ordre, qui, par aucun moyen, ne sauraient 
etre bannies entierement du calcul. Done, en definitive, si Ton applique 
la methode newtonienne a ces memes equations, apres avoir deter- 
mine les valeurs approchees de r et r' a I’aide de I’equation du second 

OEun-es C. — S. 1 , t. X. 4^ 
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degre, jointe a I’equation lineaire qui renferme des derivees du troi- 
sieme ordre, on obtiendra, sans aucun tatonnement et pai’ un calcul 
tres rapide, les distances de I’astre observe au Soleil et a la Terre, avec' 
une exactitude egale ou meme superieure a celle que produisent les 
laborieux calculs dans lesquels on fait usage de ti'ois observations 
se.ulement- 

Pour verifier ces conclusions sur un exemple qui pRt les rendre 
evidentes a tous les yeux, j’ai appliqud la methode que je viens d’ex- 
poser au calcul des distances qui sbparaient Mercure du Soleil et de la 
Terre, le i6 aout 1842, a I’instant de son passage au meridien, en de- 
duisant les distances des seules observations faiites les i 4 ; i 5 , 16, 
17 et 18 aout, a I’Observatoire de Paris. Les valeurs que j’ai obte* 
nues, en prenant pour unite la distance de la Terre au Soleil, sont, a 
tres peu pres, comme on le verra dans ce Memoire, 0,82 et i, 3 o. Ces 
valeurs, qui se trouveront tres legerement niodifiees si, comme il est 
aise de le faire, on a egard a I’aberration et a la parallaxe, coincident 
effectivement, lorsqu’on neglige le chifFre des milliemes, avec celles 
que fournissent les Tables astronomiques. 

Je ferai, en terminant, une dernih’e remarque. 

Lorsqu’on appliquera la nouvelle methode a des astres pour les-, 
quels les perturbations du mouvement elliptique ou parabolique ne 
deviendront sensibles qu’au bout d’un temps considerable, il sera tres 
avantageux de faire concourir a la determination des elements de I’or- 
bite un grand nombre d’observations, quand meme les epoques de 
ces observations seraient assez eloignees les unes des autres. On ob- 
tiendra ainsi des valeurs beaucoup plus exactes des dleraents des or- 
bites, sans augmenter beaucoup le travail du calculateur; car il n’y 
aura de changes que les nombres fournis paries formules d’interpola- 
tion; et comme on I’a vu, les fonctions lineaires dont ces formules 
supposent la formation se composent simplement des diverses valeurs 
des quantites variables, ou de leurs differences des divers ordres, 
combinees entre elles par voie d’addition ou de soustraction. 
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§ I- — Methode d’ interpolation. 


Soit / le temps compte a partir d’une epoque fixe. Une fonction it 
de t, supposee continue dans le voisinage de cette epoque, sera deve- 
loppable, du moins entre certaines limites, suivant les puissances 
ascendantes de t\ et, si Ton pose 


(0 


a — a ht c 


JL 

I . 2 


1 . 2,6 


- 4 -..., 


les coefficients a, h, c, d, ... representeront les diverses valeurs de la 
fonction et de ses derivees des divers ordres, a I’epoque dont il s’agit. 
Si, d’ailleurs, des observations faites avec soin fournissent diverses 
valeurs particulieres de u correspondantes a des valeurs positives, 
nulle, ou negatives de t, on pourra aisement deduire de la metbodo 
d’interpolation, que j’ai donnee en i833 ('), les valeurs des coeffi- 
cients a, b, c Entrons a ce sujet dans quelques details. 

Supposons, pour plus de commodite, que I’epoque a partir de la- 
quelle se mesure le temps soit celle de Tune des observations. La va- 
leur a de u sera fournie par cette observation meme; et, si Ton pose 
v = « — a, on aura 


( 2 ) 


v — ht-k-c \-d 


2,0 


H- 


Supposons d’ailleurs que, f(e) etant une fonction de t quis’evanouissc 
avec t, on designe par Sf la somme des valeurs numeriques de t rela- 
tives aux observations diverses; puis par Sf(t) la somme des valeurs 
correspondantes de f(i), chacune de ces dernieres valeurs etant prise 
avec le signe -t-, ou avec le signe — , suivant qu’elle correspond a une 
valeur positive ou negative de Z; et represen tons par Af(z) une espece 
de difference finie de f(z), determinee par le systeme des deux for- 
mules 


(3) 

(4) 


t 

Af(i)=f(0-«S f(0- 


(^) CMuvres de Cauchy, S. II, T, II, 
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Si, dans la seconde de ces formules, on remplace successivement f(i) 

par - et par p, on en tirera 

.f-t- „ e- 

( 6 ) A- = aS-r 

■ ' 2 2 3 

■(6) Ap=:P — OtSp. 

Supposons encore que Ton designe par S'A|- la somme des valours 
niiQieriques de A-> relatives anx diverses observations; puis par 
S'Af(f) la somme des valours correspondantes de Af(^), chacune de 
ces dernieres valeurs etant prise avec le signe -f-, ou avec le signe — , 

suivant qu’elle correspond a une valour positive ou negative de A^; 

et representons par A-f(z) une espece de-difference finie du second 
ordre, determinee par le systeme des deux formules 


( 7 ) 

(S) 



A=f(0 = Af(/;)-SS'Af(0- 


Enfin, concevons que, en continuant de la sorte, on determine suc- 
cessivement les valeurs des variables a,'6, y, ..., a I’aide des for- 
raules 


( 9 ) 


t 

S7’ 


A- 

2 


A= 


2.3 


S' A 




S"A^- 


2.6 


chacun des signes S, S', S", ... indiquant la somme des valeurs nu- 
meriques de la quantite variable qu’il precede, et les differences 
finies 


■etant determinees elles-memeg par les equations 






6 S' A* 


2 . 3 ’ 



381 


EXTRAIT No 380, 

II est facile de voir que les quantiles Ae, A=v, A'e, detcrminees par 
le systeme des formules 

(II) Ac=(.--aS(’, A^> = A(.'-SS'A(’, A5r = A=c-7S"An-, 

representeront des especes de differences finies de divers ordres de la 
fonction e, qui s’evanouiront toutes, si u = ^’-^a se reduit ii une 
fonction lineaire de t\ toutes, a I’exception de la premit?re, si ii se 
reduit a une fonction de t entiere et du second ‘degre; toutes, a I’ex- 
ception des deux premieres, si u se reduit a une fonction de t entiere 
et du troisieme degre, etc. 

Ce principe etant admis, suppo'sons les diverses observations faites 
a des epoques assez voisines les unes des autres pour que, le temps 
etant compte a partir de Tune d’entre elles, quelques termes du deve- 
loppement de u, par exemple les quatre ou cinq premiers termes, res- 
tent seuls sensibles. Alors le calcul numerique des valeurs de Ae, A^e, 
A’e, ..., correspondautes aux diverses observations, ne tardera pas a 
fournir des quantites qui seront sensiblcment nulles, et qui pourront 
etre negligees, eu egard au degre d’approximation que Ton pent 
esperer d’atteindre, par exemple des quantites qui seront comparables 
aux erreurs d’observation. Or’il est clair qu’on devra des lors s’arreter, 
sans chercher a pousser plus loin le calcul des differences finies 

A(v A=(’, A^r, 

II est clair aussi qu’en reduisant a zero la premiere de ces differences, 
qui sera de I’ordre des quantites que Ton neglige, on reduira le sys- 
teme des formules (ii) a un petit nombre d'equations qui, jointes aux 
formules ( 9 ) et a I’equation 

(12) U z=:.a-\- 

fourniront immediatement la valeur de m developpee en une serie or- 
donnee suivant les puissances ascendantes de t. 

II importe d’observer que, si le calculateur connait les epoques des 
observations sans connaitre les observations elles-memes, il pourra 
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immediatement deduire des formules (9) et (ro) les valeurs des va- 
riables a, S, y, . . correspondantes aux observations diverses, et, par 
suite, les valeurs generates de ces variables exprimees en fonctions 
entiiires de t. Observons encore que I’exactitude de ces premieres ob- 
servations pourra etre aisement constatee, attendu que, en vertu des 
formules ( 4 ) et (8), les valours de A/f, A“z^, A*^'\ . . correspondantes 
a cliaque observation, devront etre rigoureuseinent nulles. Observons 
enfin que, dans les formules (9), (10), on peut, sans inconvenient, 
supprimer les diviseurs numeriques, et remplacer en consequence ces 
formules par les equations 


(i3) 

ti4) 


t A/2 A2 /3 

aSi’-, A’-i"=Ai®—SS Ai% 


On pourra meme, sans alterer les valeurs de a, y, remplacer 
les diverses valeurs de t par des quantites qui leur soient sensiblement 
proportionnelles. Cette remarque permet de calculer tres facilemen|. 
les valeurs de a, 6, y, ..., qui repondraient a des observations equi- 
distantes. 

Si, pour fixer les idees, on veut deduire le developpement de u de 
cinq observations equidistantes, le temps etant compte a partir de 
Tepoque de I’observation moyenne, on pourra I’emplacer les cinq va- 
leurs de t par les cinq termes de la progression arithmetique — a, 
— 1,0, 1,2. Alors les valeurs des quantites variables t, t-, z’, t’' et de 
leurs differences finies s’evanouiront pour I’observation moyenne, 
tandis que ces memes valeurs, et cedes de a, S, y, 0, seront fournies, 
pour les quatre autres observations, par le Tableau suivant 
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Valeurs de. . . 

t 

— 2 ; — 1 : I ; 2 

4; i; i; 4 

— 8 : — I ; 1 : 8 

/+ 

16 ; i; i: iG 


S< = fl 

0 

rs 

S/* = 0 

Valeurs de a . 

i. 1.1.1 

35 6 5 6 5 3 




Valeurs dc. . . 

aS^ 

— a; — i; i; 2 

0 ; 0 ; 0 ; 0 

aSt» 

- 6 ; -3;3:G 

aS/* 

0 ; 0 ; 0 : 0 

Valeurs de. . . 

Lt 

0 ; 0 ; 0 ; 0 

Af 2 

4; i; i; 4 

AP 

— 2 ; 25 — 2:2 

A/4- 

16 ; i; i: 16 



S'AZ 2 = lo 

S' A/3 = 0 

S'i/»= 34 

VfllftnrR df', 


o 

o 

o 

p 







Valeurs de. . . 


6S'aj2 

4; i; i; 4 

6 S' A/3 

0 ; 0 ; 0 ; 0 

SS'Afi 

13.6; 3,4; 3,4; 



Valeurs de. » ^ 



o; o; o; o 

A2/3 

--25 2 ; — 2 ; 2 

,2.4; —2,4; —2,4 

Valeurs de. . * 




S"AV4=:0 




Valeurs de y. 



_ i. i. i. .1 





4 5 4 5 4 5 4* 


Valeurs de. . - 



- 252 ; -252 

YS^'A^/i 




o; o; o; o 

Valeurs de. . . 



A2/3 

A2?i 




0 ; 0 ; 0 ; 0 

2,4; —2,4; —2,4 

Valeurs de. . . 




S^A3/v=9,6 





Valeurs de o. 




1 . 1 . .1 . 

4 5 4 5 4 5 
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Apres avoir ainsi determine les valeurs particulieres de a, g, y, S, 
relatives a chaque observation, il suffira, pour obtenir les valeurs 
generales des meines variables exprimees en fonction de t, de recourir 
auxforraules (i3) et (i4), desquelles on tirera 

; — 6k, i!2=io8, i»=i8«-f-8y, 346 H- 9,65 

— “it „ ’SC* — ,1-} c- 

__ , rj _ — 

Ces dernieres equations, jointes aux formules (ii) et ( 12 ), seront 
cedes qui serviront a deduire, de cinq observations equidistantes, les 
valeurs de 

BiU, Bi u, Bi Uf D^i/., 

correspondantes a I’epoque de I’observation moyonne, lorsque les dif- 
ferences finies de u, du cinquibme ordre, seront de I’ordre des qiian- 
tites que Ton neglige, et comparables, par exemple, aux erreurs d’ob- 
servation. 

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que, si les epoques des 
observations ne sontpas rigoureusement, mais sensiblement equidis- 
tantes, les valeurs de a, 6, y, S, . . calculees comme on vient de le 
dire, devront seulement subir de tres legeres corrections, qu’il sera 
facile de determiner. 


et, par suite, 



§ II. — Formules pour la determination des orbites des planetes 

et des cometes. 

Prenons pour origine des coordonnees le centre du Soleil, pour 
plan des x, y le plan de I’ecliptique, pour demi-axes des x et y posi- 
tifs les droites menees de I’origine aux premiers points du Belier et 
du Cancer, et pour demi-axe des s positifs la perpendiculaire eleveo 
sur le plan de I’ecliptique, du cote du p6le boreal. Soient d’ailleurs 

x,yt z les coordonnees de Fastre observe ; 
r la distance de cet astre au Soleil ; 
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i la distance du meme astre a la Terre; 

0 la projection de cetlo distance sur le plan de 1 ecliptique; 
o, 0 la longitude et la latitude geocentriques de Tastre; 

X, y les coordonnecs de la Terre; 

R la distance de la Terre au Soleil; 
la longitude de la Terre. 

Enfin, prenons pour unite de distance le demi grand axe de Forbile 
terrestre, et nommons K la force attractive du Soleil a I’unite de dis- 
tance. On aura, en supposant les observations renfermees dans uu 
intervalle de temps assez petit pour que les perturbations restent in- 
sensibles, 


(I) jr==x-t-rcos(pcos0, X = y-f-tsin9cos0, .— tsinS, 

(a) x = RcosnT, y^Rsinra, z = o 


et 



(3) 

+ 

II 

o 


(4) 

D| X -1- X ~ 0, 



I)|=. 


K _ 


~ u. 


et, en posant 


0 — Ztang^, 


on tirera des formules precedentes 


(5) D,p = Ap, D?p + ^p:=Bp, ^-|=Cp, 

les valeurs de A, B, C etant determinees par les equations 

(6) I ■“ ~ (bf? + sin© = 0, 

( Gy + [B — (Df'P)^] sinip -t- (.D|(p -4- aAD^ip) COSO = 0 , 

(7) B -+- 2ADi0-hD|@-4-(Dt@)2 = o. 

D’ailleurs, la premiere des formules (5) donnera 
(S) D|pr=(A=+D,A)p; 

et de celle-ci, jointe aux deux derni^res des formules (5) et a I’equa- 
OEuvresdeC^ — S*l,t.X. 49 
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tion p = tcos0, on tirera 

K 


' 9 ) 

(lo) 


:B 43 - I), A, 


K / t j 


Ccoie\r^ R3 


Ajoutons que, si, pour abreger, Ton pose ^ _ ct, u = cot']/, on 

aura, on vertu des formules (6) et (7), 

A— — -t, T>;A — - + 

2 V ^ J 


(n) 


B — (D^o)- — vDJ cp — 2AuD^cp 

Q ( B / cp ) " B .D f 0 2 A I) ^ © 

cosd^ sia4' ’ 

les valeurs de (x, v, D,[x, D^v etant 

( fx=::Df0 4-(D(0)2 + (D,9,)=~-jD|9, 

I y =B(0 — vD^®, 

j = D? 0 + 2D , 0 D ? 0 + 2 D,({) D| 9 - y D? 9 - D. v B| 9, 
I D^v = D| 0 -uD| 9 -D^uD, 9 . 

Quant a la valeur de DfU, elle sera eyidemment 


(t2) 

(i3) 


(> 4 ) 


n,v=~ ^< 4 ' _ Pfro — 0^9 


Observons enfin que, cn vertu des formules (i) et (2), on aura ' 

R^-t- 2 Rvcos0cos(|; 4- 
ou, ce qui revient au memo, 

^■'=R'H-2At-(-i% 

la valeur de^^ etant 

R cos6cosv{/. 

On pourrait d’ailleurs deduire directement la formule (16) de cette 
e consideration, que les trois longueurs r, z, R sont les trois cotes 
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till triangle dont les sommets coincident avec les centres de I’asfre ob- 
serve de la Terre et du Soleil, et que, dans ce nieme triangle, le cote H 
projete siir la base 'c donne pour projection la longueur representce 
par k. 

On pout aisenient, des fornaules qui precedent, deduire sans aiiciiu 
tatonnement, ct avec une tres grande exactitude, les distances d'uii 
astre observe a la Terre, et au Soleil, et, par suite, les elements de smi 
orbite. Pour y parvenir, on tirera d’abord de I’equation ( 9 ) la dis- 
tance r de I’astre au Soleil. On calculera ensuite la distance t de I’asfre 
a la Terre, cn determinant une premiere valeur approebee de t, ii 
I’aide de I’equation (10), puis une seconde qui sera generalement plus 
exacte, a I’aide de I’equation (16), dans laquelle les constantes R et k 
sont immediatement fournies par le mouvement de la Terre, et par les 
donnees de I’observation. 

Apres avoir obtenu, comme on vient de le dire, les valours appro- 
cbees des distances v. et r, on corrigera ces valeurs en ayant de nouveau 
recours : 1° a I’equation (10), que Ton presentera sous la forme 


et de laquelle on tirera une nouvelle valeur de r; 2“ a I’equation ( 16), 
de laquelle on tirera une nouvelle valeur de t. On pourra d’ailleurs 
obtenir immediatement, et pour I’ordinaire, a Faide d’une seule ope- 
ration, des valeurs tres approchees de r et de t, en partant des pre- 
mieres valeurs calculees, ct en appliquant la methode de correction 
lineaire ou newtonienne au systeme des deux equations (16) et (18). 
Si Fon nomme Sr, St les corrections que devront subir les valeurs 
d’abord trouvees de r et de -i, on aura, en vertu des formules (16) 
et (18), 


('9) 


r dr — (A’ -1~ t) (5t “ a, 


3 ,, L cos9 ^ 

-{ fv— dt. = b. 

r* K 


les valeurs de «, b etant donnees par les formules 


I 


I 


C cos 8 
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ot par consequent les valeurs de St et Sr seront 


( 20 ) 


<5t 


b 7* a 


+ -(A'-f-t) 


3 r 


_ It — {k 4- t) §-c 
r 


K 


§ III. — Application des formules precedentes a la determination 
des distances de Mercure d la Terre et au Soleil. 

Cinq observations, faites a I’Observatoire do Paris, les i 4 , i 5 , i6, 
xj et i8 aout 1842, ont fourni diverses valeurs de la longitude et dr 
la latitude geocentriques de Mercure. Les heures de ces observations, 
comptees a partir de minuit, etaient 

ii''27“i7 % u’*3i“’32*, h'‘35"‘46% i i'‘ 39''‘38®, ii'‘44‘"8'*. 

Les longitudes geocentriques, ou les valeurs de 9 fournies par le.s 
cinq observations, etaient 

i3i‘>25'43",2, i33"25'42",i, i 35°26'22",9, i39‘’29'8". 

Les latitudes geocentriques, ou les valeurs de 0 fournies par les cinq 
observations, etaient 

i“ 2 i' 24 ", i‘> 27'27 ", i“32'33",5, i" 36'49^9, i'>4o'i3",8. 

Les longitudes beliocentriques de la Terre, ou les valeurs de w corres- 
pondantes aux heures des cinq observations, etaient 

— 38“ 47' 33", r, — 37<>5o'i",8, — 36«52'9",8, — 35->54' i6",6, — 34'’56'22’,2. 

Entin, les logarithmes de la distance de la Terre au Soleil, ou les va- 
leurs de IR correspondantes aux memes epoques, etaient 

o,oo34i3i, o,oo53283, 0,0052424, o,oo5i553, o,oo5o668. 

Or, enpartantde ces donnees, en prenant d’ailleurs pour origine du 
temps r^poque de I’observation moyenne, et en posant, comme dans 
le § II, 0 = ItangG, on tire de la methode exposee dans le § I, les va- 
leurs suivantes de <p, 0, developpees en series ordonnees selon les 
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puissances ascendantes de t. 


5J r= - 36 ° 52 ' 9" , 8 H- 57' 42", 7 ^ -M ", I f ^ 0-/^ 3 f! , 

2 6 

o =i 35 ‘> 26 ' 23 ", 9 -I- 2 "o'39 "/: -+ 35 ", 3 - -i 3 M~ -n" o 

2 ’ 6 ’ “’24’ 

0 3,614492 + 0,00047.0 i - 0,0. .377 t 0,002,17 S - 0,002273 

^ O '24 


Les coefficients de t, — , — , — , dans ces trois formules, sent precise- 
ment les derivees des divers ordres des variables cr, 9, 0. Ainsi, par 
exemple,' la premiere formule donne = 57'42'',7, D?gi = i'',i, 
D’cj = o",3. Cela pose, il resulte de la formule (9) du § II que, le 
16 aout 1842, la distance de Mercure au Soleil etait approximative- 
ment o, 3 o. A la meme epoque, la distance -6 de Mercure ala Terre etait 
approximativement, en vertu de la formule (10) du § II, 1,67, et, plus 
exactement, en vertu de la formule (16) du meme paragraphe, 1,27. 
Or, en corrigeant les yaleurs approchees r= o, 3 o, t = 1,27, ii I’aide 
des formules (18) et (16) du § II, et en appliquant a ces formules la 
methode de correction lineaire ou newtonienne, on trouve, dans unc 
premiere approximation, r= 0,3196, = i, 291 1. Ces valeurs de r, t, 
qui se trouvent legerement modifiees lorsqu’on tient compte de 
I’aberration et de la parallaxe, sont, en effet, tres peu differentes des 
veritables valours de r et de t, a I’epoque dont il s’agit. 


381 . 


Astronomie. — Second Memoire sur la determination des orbites 
des planites et des comites. 


C. R., T. XXV, p. 475 (4 octobre 1847). 

La nouvelle metbode que j’ai presentee pour la determination des 
orbites des planetes et des cometes offre deux parties bien distinctes. 
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Je commence par deyelopper, a I’aide de mes nouvelles formules d’in- 
terpolation, les quantites variables, specialement la longitude et la 
latitude geocentriques de I’astrc observe, suivant les puissances ascen- 
dantes du temps; puis je substitue les coefficients des premiers termes 
des developpements obtenus dans des equations qui determinant les 
distances de I’astre aii Soleil et a la Terre, la distance au Soleil etant 
d’abord fournie par la resolution d’une equation du premier degre. be 
second de ces deux problemes se resout promptement sans aucune 
difficulte, et fournirait les valeurs rigoureuses des distances cher- 
chees, si les valeurs des coefficients trouyes etaient exactes elles- 
memes. C’est done a rendre la determination de ces coefficients aussi 
facile et aussi exacte qu’il est possible, quo Ton doit sui’tout s’atta- 
cher. 

D’un autre cote, les facilites que les nouvelles formules d’interpola- 
tion presentent pour la determination dont il s’agit se trouvent consi- 
derablement augmentees quand on emploie cinq observations equi- 
distantes, ou meme plus generalement cinq observations, dontquatre, 
prises deux a deux, sont symetriquement placees de part et d’autre dc 
J’observation moyenne. Alors, on effet, la partie la plus considerable 
du travail, savoir la formation de certains nombres qui dependent 
uniquement des epoques auxqiielles les observations ont ete faites, 
est completement supprimee, ces nombres pouvant etre immediate- 
ment fournis par un Tableau semblable a celui de la page 383, comme 
on le verra ci-apres. 

On simplifierait done notablement la solution du probleme, si Ton 
pouvait ramener le cas general au cas particulier dont nous venons de 
parler. Or un moyen trbs simple d’y parvenir, et d’augmenter en meme 
temps la precision du calcul, consiste a deduire d’abord des observa- 
tions donnees les valeurs particulieres des variables correspondantes 
a des epoques equidistantes, ou, du ihoins, a des epoques symetrique- 
ment placees de part et d’autre d’une epoque moyenne. La formula 
d interpolation de Lagrange, dont on ne tirerait qu’avec beaucoup de 
peine les valeurs generales des variables, developpees en series ordon- 
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nees suivant les puissances ascenclantes du temps, est, au contraire, 
eminemment propre a fournir par logarithme.s les valeurs particulieres 
dont il est question. D’ailleurs, une valeur partieuliere correspou- 
dante a une epoque donnee pourra se deduire, de diverses manieres, 
d’ observations faites a des epoques voisines et eombinees entre elles 

deux a deux, ou trois a trois Si les diverses combinaisons ne 

fournissent pas cxactement la meme valeur, on pourra prendre une 
movennc entre les divers resultats trouves, et Tonobtiendra ainsi une 
valeur partieuliere qui sera generalemeiit beaucoup plus exacte que 
les valeurs immediatement donnees par les observations elles-memes. 

For nudes relatloes au sy Sterne de cinq obser\>ations^, dont qaatre, prises deux 
a deux, soiit syinetrlquement placees de part et d^ autre d'line observation 
moyenne, 

Prenons pour unite I’intervalle de temps qui separera I’observation 
moyenne des deux observations les plus voisines. Soit d’ailleurs n I’in- 
tervalle de temps qui separera I’observation moyenne des observations 
extremes. En construisant un Tableau semblable a celui de la page 383, 


on obtiendra, pour 

les nombres designes par 

a, y, S, 

les valeurs 

suivantes : 






a 

I 

r 

n 

Valeurs de cc . . . . 

2 72 -h 2 ' 

2/2 4-2 

2 72 4- 2 

2 72 4- 2 

)) 6.... 


I 

I 

72- 

2 4- 2 ^ 

2 71-4- 2 ^ 

2 72=^ H- 2 ' 

2/2- 4- 2 


I 

I 

I 

I 

)) y.... 

• -V 

4’ 

-V 

V 

» (5 . . . . 

I 

I 

I 

1 

4’ 

-V 

-V 

X 

S* i! 


Ajoutons que les valeurs generales de a, S, y, o, exprimees en fonctiou 
de (, seront 


— 2(n-t-t)’ inin-ij 



392 


COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE. 


Si Ton pose en particulier /z = 2, on I’etrouvera le Tableau et les for- 
ranles dont j’ai fait usage dans la determination des distances de Mer- 
cure an Soleii et k la Terre, savoir, le Tableau et les formules des 
pages 383 et 384 - 

Si Ton posait, au contrairc, n — 3 , les valeurs particulieres de a, S, 


y, 0 seraient les suivantes : 





Valeurs de cc 

3 

■ ~8’ 

I 

~ 8’ 

I 

8’ 

3 

8’ 

)> 6 

9 

I 

I 

9 

20’ 

20 ’ 

20 ^ 

20^ 

» V .... . 

I 

I 

I 

I 

f 


4 

■“4' 

r 

' )) 3 . 

I 

I 

~r 

r 

f 


r 


r 


tandis que les valeurs generales de a, 6 , y, S seraient 



y = 




8 = 


— 81 
288 


Entin, si Ton avait n = ^, les valeurs particulieres de a, S, y, 0 
seraient les suivantes : 


Valeurs de a . . . . 


0,1, 

0,4, 


8 I 

17’ 34’ 

34’ 

. 8 

, 

17 

» y . . . . 

I I 

■ ~V V 

I 

~v 

I 

V 

» 3 

I J 

• 4 ’ “ 4 ’ 

I 

~v 

1 

V 

tandis que les valeurs generales de a, S, y, S seront 


■ i 

«=— ) S=Tw) 

10 34 

48 ’ 

8^11 

257/f* 

960 

Les valeurs particulieres 

et generales de a 

, S, y. § etant ainsi con 


nues, on obtiendra sans peine les developpements cherches des va- 
riables en series ordonnees suivant les puissances ascendantes du 
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temps. Ainsi, en particulier, pour obtenir la longitude geocentriquo o 
de I’astre observe, developpee en une semblable serie, il suffira de 
joindre a la valeur de s, donnee par I’observation moyenne, la valeur 
de do determinee par la formule 

Affl = aSA9-i-SS'A2o-)-yS"A’9 oS^’A^o, 

dans laquelle on substituera les valours generales de a, C, 7 , 0 . D’ail- 
leurs les valeurs numeriques des sommes 

SA9, S'A^g, S"A’q, S^A^o 
seront fournies avec celles des differences 

Ao, A®o, A®o, A'* 9 

par un nouveau Tableau analogue a celui de la page 383; et pour cnn- 
stater I’exactitude des nombres renfermes dans ce nouveau Tableau, 
il suffira de s’assurer qu’ils satisfont, comme ils doivent le faire, aux 
conditions 

SA^9 = o, S' a* 9 = 0, S''A*9 = o. 

En operant comme on vient de le dire, on pourra, dans les devebqi- 
pements des variables, conserver les termes proportionnels aux quatre 
premieres puissances du temps. Les calculs deviendraient plus sim- 
ples, si Ton negligeait les termes proportionnels a la troisieme et a la 
quatrieme puissance, ce qui permettrait de se borner a faire usage de 
trois observations seulement. Alors, en effet, y et 0 disparaitraient. 
Mais alors aussi on obtiendrait, pour I’ordinaire, une precision beau- 
coup moins grande dans les resultats du calcul. 

Observons encore que les termes fournis par la formule d’interpo- 
lation de Lagrange, appliques a la determination de valeurs particu- 
lieres des variables, seront tous tres petits, et, par consequent, tres 
faciles a calculer, si Ton s’arrange de maniere que ces valeurs parti- 
culieres correspondent a des epoques peu eloignees de quelques-unes 
des observations donnees. 


OEut>re<! de C, — S. I, t. X, 


5o 
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Astronomie. — Note sur Vapplication des formules dtablies dans les 
precedentes seances, a la detern^ination des orhites des petites 
planites. 

C. R., T. XXV, p. 53i (i8 octobro 1847)- 

Les formules que j’ai donnees dans le Memoire du 20 septembre, 
pour la determination des orbites des corps celestes, out ete appli- 
quees, dans ce Memoire, au calcul des distances de Mercure a la Terre 
et au Soleil. II importait de montrer, par un nouvel exemple, les avan- 
tages que presentent les mmnes formules, surtout la nouvelle methode 
d’interpolation, quand on les applique a des astres plus eloignes du 
Soleil, et specialement aux petites planetes. Dans ce dessein, j’ai 
chercbe les distances qui separaient, a I’epoque du 12 juillet, le 
Soleil et la Terre de la nouvelle planete de M. Hencke, en partant 
de sept positions de cette planete, transmiscs par M. Yvon Villar- 
ceau a M. Faye, qui a eu I’obligeance de me les communiquer. En 
appliquant la methode d’interpolation aux sept observations a la fois, 
j’ai obtenu des differences quatriemes qui, se succedant sans aucune 
loi, devaient probablement dependre des erreurs d’observation, et 
que I’on faisait effectivement disparaitre en supposant chacune de 
ces erreurs egale ou inferieure a 3 sccondes sexagesimales. II en 
resultait que, dans les developpements de la longitude et de la lati- 
tude de I’astre observd en series ordonnees suivant les puissances 
ascendantes du temps, on pouvait negligee les termes proportionnels 
a la quatrieme puissance du temps. Cette circonstance, tres favorable 
a la precision des calculs, n’aurait pas ete aussi bien etablie, si je 
m’etais borne a faire usage de cinq observations seulement; quoique 
alors, comme je m’en suis assure, on put obtenir, en iimitant chaque 
d4veloppement a trois termes, des valeurs suffisamment exactes pour 
les deux premiers coefficients. 'J’ai voulu savoir aussi ce qui arrive- 
rait si, en laissant de cote les deux observations extremes, on se bor- 
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nait a deduire de trois des cinq autres les coefficients du temps et 
de son carre, et il s’est trouye que, dans ce cas, le coefficient du carre 
du temps pouvait varier du simple au double, dans le passage d’une 
epoque a une epoque voisine. Ces considerations peuvent faire mieux 
apprecier encore les avantages d’une methode qui, non seuleraont 
permet de faire concourir sans beaucoup de peine un nombre assez 
considerable d’observations a la determination des coefficients cher- 
ches, mais qui, de plus, sert a reconnaitre dans les nombres fournis 
par les observations les erreurs probables de ces observations memes. 

En operant comme je viens de le dire, j’ai reconnu que, a I’epoque 
du 12 juillet, la nouvelle planete de M. Hencke etait separee du Soleil 
et de la Terre par des distances que representaient sensiblement les 
nombres 2,46 et i, 58 . Cette conclusion s’accorde d’ailleurs avec ce 
qu’a trouve M. Yvon Villarceau {voir la seance du i 3 septembre ). .le 
joins ici le resultat de mes calculs. 

Les sept observations que j’ai prises pour point de depart ont ete 
faites a Berlin les 5 , 9, ii, 12, i 3 , i 5 et 21 juillet. Les epoques de ces 
observations, comptees a partir du commencement de juillet; les lon- 
gitudes et latitudes correspondantes de la planete observee, ou les 
valeurs de <p et de 6; enfin les longitudes heliocenfriques correspon- 
dantes de la Terre, ou les valeurs de n>, etaient celles qu’ipdique le 
Tableau suivant : 


Epoques 

des observations. o. 

Juillet 5339510 ' 256 . 8 . 52,0 

9,40045.... 255,23.43,1 
11,44943 255 . 2.06,0 

12.47867.. .. 254.53.17,9 

13. 45512.. .. 254*44*24, t 

15,4409* 254.27.44,1 

21,54714 253.47* 


6. t3. 

i 8!4 i* 3,7 283. 9. 6,i 

18.11.34.0 286.58.10,9 

17.55.36.2 288.55.32,3 

17.47*26,6 289.54.27,1 

17.39.25.2 290.50.21,3 

17.23.12.1 292.44* 3,0 

16. 3i. 8,4 298.33.46,4 


De plus, le logarithme de la distance de la Terre au Soleil, a I’epoque 
de I’observation moyenne indiquee par le nombre 13,47^67, etait 
0,0071186. En partant de ces donn6es, et en conservant les notations 
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xAstronojiie. — Note sur 1’ application des formules etablies dans les 
precedentes sdances, a la deternjbination des orbites des petites 
planites. 

C. R., T. XXV, p. 53 i (i8 octobro 1847). 


Les formules que j’ai donnees dans le Memoire du 20 septembre, 
pour la determination des orbites des corps celestes, ont ete appli- 
quees, dans ce Memoire, au calcul des distances de Mercure a la Terre 
et au Soleil. II importait de montrer, par un nouvel exemple, les avan- 
tages que presentent les memes formules, surtout la nouvelle methode 
d’interpolation, quand on les applique a des astres plus eloignes du 
Soleil, et specialement aux petites planetes. Dans ce dessein, j’ai 
clierche les distances qui separaient, a I’epoque du 12 juillet, le 
Soleil et la Terre de la nouvelle planetc de M. Hencke, en partant 
de sept positions de cette planete, transmises par M. Yvon Villar- 
ceau a M. Faye, qui a eu I’obligcance do me les communiquer. En 
appliquant la methode d’interpolation aux sept observations a la fois, 
j’ai obtenu des differences quatriemes qui, se succedant sans aucune 
loi, devaient probablement dependre des errcurs d’observation, et 
que I’on faisait effectivement disparaitre en supposant chacune de 
ces erreurs egale ou inferieure a 3 secondes sexagesimales. II en 
resultait que, dans les developpements de la longitude et de la lati- 
tude de I’astre observe en series ordonnees suivant les puissances 
ascendantes du temps, on pouvait negliger les termes proportionnels 
a la quatribme puissance du temps. Cette circonstance, tres favorable 
a la precision des calculs, n’aurait pas ete aussi bien etablie, si je 
m’etais borne a faire usage de cinq observations seulement; quoique 
alors, comme je m’en suis assure, on put obtenir, en limitant chaque 
developpement a trois termes, des valeurs suffisamment exactes pour 
les deux premiers coefficients. 'J’ai voulu savoir aussi ce qui arrive- 
rait si, en laissant de cote les deux observations extremes, on se bor- 
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nait a deduire de trois des cinq autres les coefficients du temps et 
de son caire, et il s est tiouve que, dans ce cas, le coefficient du carre 
du temps pouvait varier du simple au double, dans le passage d’une 
epoque a une epoque voisine. Ces considerations peuvent faire mieux 
apprecier encore les avantages d’une methode qui, non seulemont 
permet de faire concourir sans beaucoup de peine un nombre assez 
considerable d’observations a la determination des coefficients cher- 
ches, mais qui, de plus, sert a reconnaitre dans les nombres fournis 
par les observations les erreurs probables de ces observations memes. 

En operant comme je viens de le dire, j’ai reconnu que, a I’epoque 
du 12 juillet, la nouvelle planete de M. Hencke etait separee du Soleil 
etde la Terre par des distances que representaient sensiblement les 
nombres 2,46 et i, 58 . Cette conclusion s’accorde d’ailleurs avec ce 
qu’a trouve M. Yvon Yillarceau {voir la seance du i 3 septembre). Je 
joins ici le resultat de mes calculs. 

Les sept observations que j’ai prises pour point de depart ont ete 
faites a Berlin les 5 , 9, ii, X2, i 3 , i 5 et 21 juillet. Les epoques de ces 
observations, comptees a partir du commencement de juillet; les lon- 
gitudes et latitudes correspondantes de la planete observee, ou les 
valeurs de <p et de 0 ; enfin les longitudes heliocentriques correspon- 
dantes de la Terre, ou les valeurs de u, etaient cedes qu’indique le 
Tableau suivant : 


Epoques 




des observations. 

?• 

e. 

13. 

Juillet 5,39510. . . . 

256. 8.52,0 

i 8!4 i! 8",7 

283. 9. 6^1 

9,40045 

255.23.43 , I 

18. JI .34,0 

286.58.10,9, 

11,44948 .... 

255 . 2 . 56,0 

17.55.36,2 

288.55.82,3 

12,47867.... 

254*53.17,9 

17.47.26,6 

289.54.27, 1 

i3,455i2 

254.44*^} ^ 

17.39.25,2 

290.50.21,3 

15,44091 

254.27.44, I 

17.23. 12, I 

292.44. 3,0 

21,54714.... 

253.47. 1,6 

16. 3i . 8,4 

298.33.46,4 


De plus, le logarithme de la' distance de la Terre au Soleil, a I’epoque 
de I’observation moyenne indiquee par le nombre 12,47^67, etait 
0,0071186. En partant de ces donnees, et en conservant les notations 
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adoptees dans le Memoire du 20 septembre, en prenant d’ailleurs pour 
origine du temps t I’epoque de I’obsei“vation moyenne, et en designant 
par 0 le logarithme neperien de tangO, j’ai deduit de ma nouvelle me- 
thocle d’interpolation les developpements de 9, vs, 0 , ou plutot de Ao, 
Anj, A 0 , et j’ai trouve : 

A(p =— 554", 77 + 24", 764 — H- o", 290^) 

2 t> 

Acu =3434",75if -ho", 32392 -^ — 0161 


^2 ^3 

A0 = — o , 008087 1 — 0001 6 o 52 ho, ooooo 565 tt - 

2 6 


Lesvaleurs de A^o, A’@, fournies par le calcul, pouvaient etre attri- 
buees aux erreurs d’observation. Ainsi, en particulier, les valeurs de 
A'o etaient 

o", 3 , i",7, — 5 ", 9, 0", — 3 ", 9, — o", 4 , o", 3 , 

et sc reduisaient aux quantites 

2", 4, 3 ", 8, — 3 ", 8, 2", I, — 1",8, i",7, 2", 4 , 

si Ton admettait une erreur de 2", i dans la valeur de 9 fournie par 
Tobservation moyenne. Pareillement, les valeurs de A''' 0 , fournies par 
le calcul, etai-ent 


-o", 4 , - 4 ",o, - 3 ", 3 , 


7", 5 , o", 4 , -o", 4 , 


et se reduisaient aux quantites 


3", I, — o", 5 , o", 2 , 3", 5 , —4", 3", 9 , 3", I, 

si 1 on admettait une erreur de 3 ", 5 sur la valeur de 0 fournie par I’ob- 
servation moyenne. Cela pose, les formules (9), (ro) de la page 386 , 
c’est-a-dire les equations 


(1) 

(2) 


K 




D<A, 


E 


G cos B\t 





EXTRAIT N° 382. 


3i)7 

etant applxquees a la determination des distances ret t, qui, a Fepoque 
du 12 juillet, separaient le Soleil et la Terre de I’astre observx*, m’onf 
donne sensiblement, la premiere 


et la seconde 


K 

0 , 0000 . 


t ==11,70. 


En substituant cette valeur appr.ochee de t dans la formule (16) do la 
page 386 , c’est-a-dire dans I’equation 

(3) /•2=R2-t-2A-* + t% 

j'en ai tire approximativement 

r = 2,576, 

et alors la formule (2) m’a donne 


t = 1,598* 

Cette derniere valeur de -c est deja tres approchee de la veritable. Son 
logarithme 

0, 2o36 

est, a pres, le nombre obtenu par M. Yvon Villarceau (voir la 
seance du i 3 septembre). 

Je ferai ici une remarque importante. Lorsqu’on trouve a tres pen 
pres, commc dans I’exemple precedent, 



cela indique seulement que ^ est tres petit, ou de I’ordre des quan- 
tites comparables aux erreurs d’ observation. Dans le meme cas, ce 
n’est plus la valeur de mais la valeur de •c qui se trouve deter- 
minee approximativement par une equation du premier degre, savoir, 
par I’equatiofi (2), reduite a la forme 


( 4 ) 




K 

CR^cosS' 
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Remarquons encore que si Ton pose, pour abreger, 


(5) s — t A", 

les equations ( 3 ) et (2) deviendront 

(6) s = 


les constantes g, h, /- etant determinees par les formules 




K 

C cos 6’ 



D’ailleurs, si Ton elimine s enfre les formules (6), on en tireral’equa- 
tion 



Or, si Ton difFerentie le premier membre de cette derniere equation 
par rapport a on obtiendra, pour equation derivee, la formule 



que I’on peut reduire a I’equation trinome 

( 8 ) /■* — ^ghr^->!-ig'^=o. 

Cette derniere admettant seulement deux racines positives, il est aise 
d’en conclure que I’equation (7) offre seulement trois racines posi- 
tives. L’une de ces trois racines est r = R. Les deux autres ont pour 
limites les racines de I’equation trinome, qui peuvent etre aisement 
calculees a I’aide de methodes connues. Par suite aussi, dans I’equa- 
tion (7), les deux racines positives et distinctes de R seront toujours 
faciles a determiner. 

Au reste, si Ton se bornait a determiner, comme on vient do le dire, 
les deux racines positives de I’equation (7), distinctes de R, on ne 
pourrait dire a priori laquelle de ces racines repond a I’astre observe. 
On n’aura point cet inconvenient a craindre, en suivant la methode 
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3’.)!} 

ci-dessus exposee, puisque, apres avoir obtenu, a I’aide d’une equa- 
tion du premier degre, une premiere valeur approehee de r ou de 
on pourra cn deduire immediatement, a I’aide de la metliode lineaire 
appliquee a la resolution des deux equations (6), de nouvelles valpur< 
generalement tres exactes des deux distances r et s = -c-]-/i, et, par 
consequent, de nouvelles valours de r et de x. En operant ainsi [)our 
la planete de M. Hencke, j’ai trouve 

r—i.Lqi, 5 = 2,376, t = i, 583 . 

Je terminerai par une derniere remarque. En parcourant toutrecein- 
ment, d’apr^s I’indication de M. Walz, tin ancien Volume des Annales 
de Mathematiques (annees 1811 et 1812), j’y ai rencontre un Memoirt* 
de M. Gergonne, dans lequel il ramenait deja la determination de 
I’orbite d’un astre a une equation du premier degre. Seulement I’in- 
connue, dans cette equation, etait, non plus la distance r ou v, mais 
I’une des coordonnees I’ectangulaires de I’astre observe. 


383 . 

Analyse mathematique. — Melhode getierale pour Iq resolution 
des systemes d’ equations simultanees. 

C. R., T. XXV, p. 536 (18 octobre 1847). 

Etant donne un systeme d’equations simultanees qu’il s’agit de 
resoudre, on commence ordinairement par les reduire a une seule, 
a I’aide d’eliminations successives, sauf a resoudre definitivement, 
s’il se peut, I’equation resultante. Mais il importe d’observer : 1“ que, 
dans un grand nombre de cas, I’elimination ne peut s’effectuer en 
aucune maniere; 2“ que I’equation resultante est generalement fres 
compliquee, lors memo que les equations donnees sont assez simples. 
Pour ces deux motifs, on conQoit qu’il serait tres utile de connaitre 
une methode generale qui pdt servir a resoudre directement un sys- 
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teme d’equations simultanees. Telle est celle que j’ai obtenue, et donf 
je vais dire ici quelques mots. Je me bornerai pour Tinstant a indiquer 
les principes sur lesquels elle se fonde, me proposant de revenir avec 
plus de details sur le meme sujet, dans un proohain Memoire. 

Soit d’abord 

u = ({a!, y,z) 

une fonction de plusieurs variables (V, y, s, .... qui ne devienne 
jamais negative et qui reste continue, du moins entre certaines 
limites. Pour trouver les valeurs de cc, y, z , . . . qui verifieront 
I’equation 

(1) u = o, 

il suEBra de faire decroitre indefmiment la fonction u, jusqu’a ce 
qu’elle s’evanouisse. Or soicnt 

X, j, z, ... 

des valeurs particulicres attribuecs aux variables y, z, . . . ; u la 
valeur correspondante de «; X, Y, Z, ... les valeurs correspondantes 
de BjsU, DyU, D.«, . .. , et a, S, j, . . . des accroissements tres petits 
attribues aux valeurs particuliejres x, y, z Quand on posera 

^ = X 4- a, y = y-+-Q, z = x -ty, . . . , 

on aura sensiblement 

(2) « = 7 + o, . . .)=; U 4 - otX 4- 6 Y 4 - yZ 4- 

Ooncevons maintenant que, G etant une quantile positive, on prenne 

6 = -0Y, y~-9Z, 

La formule (2) donnera sensiblement 

(3) f{x — 5X, V — 5Y, z — ^Z, ...) = u — 0 (X“ 4 - Y“ 4 -Z' 4 -...). 

II est aise d’ep. eonciure que la valeur © de 11, determinee par la for- 
mule 


( 4 ) 


0 = f(x-9X, y-9Y,z-5Z, ...), 
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fle\ienclra infeiieure a u, si 6 est sufBsamment petit. Si, mainte- 
nant, 0 vient a croitre, et si, comme nous I’avons suppose, la fone- 
tion f(a;,r,-, ...) est continue, la valeur 0 de u decroifra jusqu’ii 
ce qu’elle s’evanouisse, ou du moins jusqu’a ce qu’elle coineide 
avec une valeur minimum, determinee par I’equation a une seule 
inconnue 


( 5 ; 


Do0 = o. 


II suffira done, ou de resoudre cette dernike equation, ou du moins 
d attiibuer a 0 une valeur sufiisamment petite, pour obtenir une nou- 
velle valeur de u inferieure a u. Si la nouvelle valeur de ii n’est pas 
iin minimum, on pourra en deduire, en operant toujours de la menie 
maniere, une troisieme valeur plus petite encore; et, en continuant 
ainsi, on trouvera successivement des valeurs de u de plus on plus 
petites, qui convergeront vers une valeur minimum de u. Si la fbne- 
tion Ilf qui est supposee ne point admettre de valeurs negatives, offre 
des valeurs nulles, dies pourront toujours etre determinees par la 
metbode precedente, pourvu que Ton choisisse convenablement les 
valeurs de x, y, z 

II est bon d’observer que, si la valeur particulid-e de u representee 
par u est deja tres petite, on pourra ordinairement en deduire une 
autre valeur 0 beaucoup plus petite, en egalant a zdo le second 
inembre de la formule (3) et en substituant la valeur qu’on obtiendra 
ainsi pour 0, savoir 


( 6 ) 


u 


X2+P + Z^ + . 


dans le second membre de la formule (4)- 
Supposons maintenant que les inconnues x, y, z-, ... doivent satis- 
faire, non plus a une seule equation, mais a un systeme d’equations 
simultanees 


( 7 ) 


u = o. 


W = 0 , 


dont le nombre pourra meme surpasser celui des inconnues. Pour 

OEui^res de C. — S. I, t. X. 


01 
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raniener ce dernier cas au precedent, il suffira de substituer au sys- 
teme (7) I’equation unique 

( 8 ) H- -t- . . . — o. 

Quaiul, a I’aide de la metliode que nous, venons d’indiquer, on aura 

determine des valeurs dejatres approchees cles inconnues a?, y, ^ 

on pourra, si Ton veut, obtenir de nouvelies approximations tres 
i-apides a i’aide de la methode lineaire on newtonienne, dont j’ai fait 
mention dans le Meraoire du 20 septembre. 

On peut tirer des principes ici exposes un parti tres avantageux 
pour la determination de I’orbite d’un astre, en les appliquanf, non 
plus aux equations dilFerentielles, mais aux equations finies qui 
representent le mouvement de cet astre, et en prenant pour incon- 
nues les elements memes de I’orbite. Alors les inconnues sont au 
nombre de six. Mais le nombre des equations ii resoudre est plus 
considerable, quelques-uues d’entre elles servant a definir des fonc- 
tions implicites des inconnues; et d’ailleurs le nombre des equations 
croit avec le nombre des observations quo Ton veut faire concourir a 
la solution du probleme. Ajoutons que les seuls nombi’es qui entrent 
dans les equations a resoudre sont les longitudes, latitudes, etc., 
fournies par les observations elles-memes. Or ces longitudes, lati- 
tudes, etc. sont toujours plus exactes quo leurs derivees relatives 
au temps, qui entrent dans les equations differenti elles. Done, apres 
avoir obtenu a I’aide des equations dilFerentielles, ainsi que nous 
Tavons explique dans les precedents Memoires, des valeurs appro- 
chees des inconnues, on pourra, en partant de ces valeurs approchees 
et en resolvant, corame nous venons de le dire, les equations finies 
du mouvement de I’astre, obtenir une precision tres grande dans les 
resultats du calcul. 
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Astuoxojue. - Memoire siir le degre d’ exaclilude avee lecjud on peat 
d6t€rnii7iBi Ibs orbitBs dss plctnclBS Bt dBs comilBS, 

C. R., T. XXV, p. 572 { 2 j octobre ). 

§ !• — Considerations generales. 

En partant des formules dont je me suis servi dans mes precMents 
Alemoires, pour calculer les distances de Mercure et d’Hebe au Soleil 
et a la Terre, et en se servant d’observations faites dans un intervalle 
de temps pendant lequel les perturbations dii mouvement d’un astro 
resteraient insensibles, on pourrait determiner exactement I’orbite do 
cet astro, si Ton parvenait a obtcnir les devcloppements de la longi- 
tude et de la latitude geocentrique du memo astro suivant les puis- 
sances ascendantes du temps t, ou dii moins les coelficients des termes 
qui, dans ces developpements, renferment des puissances du temps 
inferieures a la quatrieme.* C’est a former ces coefficients que servent 
les metliodes d’interpolation. D’ailleurs, les resultats fournis par ces 
methodes sembleraient devoir etre d’autant plus exacts, que le nombre 
des observations employees est plus considerable. G’est pourtant ce 
qui n’arrive pas toujours, et Ton doit faire a ce sujet une reniarque 
importante. Les anciennes methodes d’interpolation, par exemple les 
methodes de Lagrange et de Laplace, ne peuvent faire concourir a la 
determination des coefficients des quatre premiers termes de chaque 
developpement un nombre n d’observations superieur a quatre, que 
sous la condition d’introduire dans le developpement cherche toutes 
les puissances du temps d’un degre inferieur a n. Or cette condition 
est tres peu favorable a la precision des calculs, attendu que les erreurs 
d’observation peuvent occasionner, dans la determination du coeffi- 
cient d’une puissance de t, des erreurs d’autant plus grandes que cette 
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puissance est d’lin degre plus eleve. II en resulte que, dans le cas 
assez ordinaire oil le developpement d’une variable pourrait, dans I’in- 
tervalle do temps qui separeles observations extremes, etre sensible- 
ment reduit a ses quatre premiers termcs, les termes suivants, sensi- 
blement mils, paraitraient souvent acquerir des valours considerables, 
si, en faisant usage do la methocle d’interpolation de Lagrange ou de 
Laplace, on voulait faire sei’vir a la determination des coefficients des 
quatre premiers termes plus de quatre observations. II y a plus : la 
determination du coefficient de et siirtout du coefficient de effec- 
tuee a I’aide de ces metliodes,-sera souvent tres pen exacte, non seule- 
ment lorsqu’on fera usage de quatre observations seulement, mais 
aussi quand cc nombre des observations deviendra superieur a quatre. 
Au contraire, dans le cas dont il s’agit, une nouvelle mcthode d’inter- 
polation pourra faire concourir avec avantage a la determination des 
quatre premiers termes du developpement d’une variable plus de 
quatre observations distinctes, pourvu que Ton ait soin de s’arretera 
I’instant oil le calcul fournira des differences comparables aux erreurs 
d’observation. 

Nous avons ici suppose que, dans le developpement d’une variable, 
les termes proportionnels a la quatriemc puissance du temps et a des 
puissances superieures etaient sensiblement nuls, au moins dans Tin- 
tervalle de temps qui separe Tune de I’aiitre les deux observations 
extremes. Cette circonstance, qui assure I’exactitude des resultats ob- 
tenus, setrouvera indiquee, a posteriori, avec un grand degre de pro- 
babilite, lorsqu’en suivant une metliode quelconquo d’interpolation, 
par exemple la metliode de Lagrange ou de Laplace, on aura determine 
a i’aide de quatre observations les quatre premiers coefficients, si le 
developpement trouve represente ces quatre observations et toutes les 
observations intermediaires, avec assez d’exactitude pour que les dif- 
ferences entre les valeurs observees et les valeurs calculees de la va- 
riable soient comparables aux erreurs d’observation. La meme circon- 
stance se trouvera encore indiquee, a posteriori, avec beaucoup de 
probabilite, si, en faisant concourir par la nouvelle metliode toutes les 
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olwervations donnees a la determination des quatrc premiers eoctR- 
cients, on trouve, pour les differences quatriemes, on pour les diffe- 
rences d’un ordre moindre, des valeurs numeriques comparables anx 
erreurs que les observations cornportent. Enfin, la circonstance dont 
il s agit pent etre indiquee, o, prion, dans beaucoup de cas, par un 
calcul dont je vais donner une idee en peu de mots. 

L’experience prouve que, pour des astres dont la lumiere est tres 
faible, des erreurs d’observation de quatre ou cinq secondes sexagesi- 
males ne depassent point les limites du possible, ni meme du pro- 
bable. Done, si.l’on clierclie les developpements des variables, specia- 
lement de la longitude et de la latitude geocentriques d’un astre en 
series ordonnees suivant les puissances ascendantes du temps, il sera 
parfaitement inutile de conserver, dans ces developpements, les termes 
dont I’omission entrainerait au plus une erreur do quatre ou cinq se- 
condes. D’ailleurs, les termes d’un rang eleve, dans les developpe- 
ments de la longitude et de la latitude d’un astre, seront ordinaire- 
ment des quantites du meme ordre que les termes de meme rang dans 
le developpement de I’anonialie vraie; et, dans ce dernier developpe- 
ment, une limite superieure au coefficient de la quatrieme puissance, 
ou d’une puissance plus elevee du temps, peut etre determinee approxi- 
mativement par diverses methodes, pour des astres plus eloignes de 
nous que le Soleil, surtout si I’excentricite n’est pas tres voisine de 
I’unite. Done, pour de tels astres, on pourra calculer approximative- 
ment une limite superieure a I’intervalle de temps qui separera I’ob- 
servation moyenne de chacune des observations extremes, quand ces 
trois observations seront assez voisines I’une de I’autre pour que 
I’omission des termes proportionnels a la quatrieme puissance, ou a 
des puissances plus elevees, produise seulement une erreur de quatre 
ou cinq secondes. Aprfes avoir calcule cette limite, et choisi arbitraire- 
ment I’observation moyenne a partir de laquelle se comptera le temps, 
on devra choisir encore les autres observations en nombre egal ou su- 
perieur a trois, de maniere que chacune d’elles soit separee de I’ob- 
servation moyenne par un intervalle inferieur, ou tout au plus egal a 
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la liinite dont il s’agit. Si cette condition ne pent etre remplie, alors, 
pour obtenir une valeursufEsainment exacte du coelBcient du cube du 
temps, on serait oblige d’admettre dans le developpement cherche des 
ternies proportionnels a la quatrieme puissance du temps. On pour- 
rait d’ailleurs calculer, toujours a I’aide du meme precede, une limite 
superieure a I’intervalle de temps qui devrait separer les observations 
extremes de I’observation moyenne, afin que I’erreur occasionnee 
dans le developpement de la variable par Tomission des termes pro- 
portionnels a la cinquieme puissance du temps, et a des puissances 
plus elevees, ne depassat point quatre ou cinq secqndes sexagesi- 
males. 

Remarquons enfin que, apres avoir fixe, d’une part, le nombre de 
cedes des observations donnees qui devront concourir a la determina- 
tion du developpement cherche; d’autre part, le nombre des termes 
de cememe developpement, on pourra, si ce dernier nombre ne sur- 
passe pas quatre ou cinq, se borner a pousser revaluation du coeffi- 
cient de chacun des termes conserves jusqu’a un chiffre decimal tel, 
que remission du chiffre suivant, a I’epoque de cliacune des observa- 
tions extremes, occasionne tout au plus, dans la valeur du terme dont 
il s’agit, une erreur d’une seconde. 

En operant comme on vient de le dire, on rendra beaucoup plus 
facile I’application des methodes d’interpolation, meme des plus 
exactes, et, en particulier, de celle que j’ai proposee a la determina- 
tion des orbites des astres. Car ce qui allongeait surtout les calculs, 
e’etait la determination d’une multitude de chiffres inutiles qu’on y 
introduisait, parce qu’on ne savait pas bien se rendre compte a I’avance 
de I’influence que les erreurs d’observation pouvaient exercer sur les 
resultats fournis par une metbode d’interpolation donnee. Les prin- 
cipes que je viens d’indiquer, et que je vais developper dans le para- 
graphe suivant, permettront aux astronqmes de se former une idee 
*ju.ste de cette influence, et de choisir, en connaissance de cause, la 
methode qui conduira plus promptement ou plus surement aux solu- 
tions deman dees. 
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Supposons quo, I’epoque d’une certaine observation astronomiquo 
aant prise pour origine du temps t, on veuille developper, suivant les 
puissances ascendantes de t, la longitude et la latitude geocentriques 
de I’astre observe, en ne conservant dans chaque developpement quo 
les termes sensibles, et negligeant ceux dont remission ne produiraif 
qu’une erreur de quatre ou cinq secondes sexagesimales, e’est-a-dire 
une erreur comparable aux erreurs que comportent les observations. 
Supposons encore que, par un moyen quelconque, on soit parvenu ii 
connaiti’e d’avance le nombre n des termes qui doiventetre conserves, 
outre le premier, et qui dans chaque developpement doivent suivre ce 
premier terme independant de t. 11 est clair que si, d’une part, les 
termes negliges, et, d’autre part, les erreurs d’observation se redui- 
saient rigoureusement a zero, on pourrait obtenir les valeurs exactes 
des termes conserves, en faisant concourir a la determination de leurs 
coefficients, a I’aide d’une metliode d’interpolation quelconque, les 
observations donnees, pourvu que le nombre de ces observations fut 
au moins egal a + i . 

Supposons maintenant que, les termes negliges etant toujours mils, 
les erreurs d’observation ne soient pas nulles. Alors le polynome que 
Ton obtiendra, en faisant servir a la determination du coefficient 
cherche une metliode quelconque d’interpolation, se composera de 
deux parties, dont la premiere sera le developpement cherche, la se- 
conde partie etant ce que devient ce meme developpement quand on 
remplace les valeurs particulieres donnees de la variable par les er- 
reurs dont ces valeurs particulieres se tfouvent affectees en vertu des 
observations memes. Gela pose, concevons que I’observation dont 
I’epoque sert d’origine au temps etant placee vers le milieu de l inter- 
valle qui separe les. observations extremes, on la designe sous le nom 
d’observation moyenne. Nommonsmle nombre des observations dis- 
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tinctes de robservation moyenne, et 

^2) • • • J 

les valeurs positives ou negatives de t qui correspondent a ces der- 
nieres observations. Soit d’ailleurs tp la variable dont le developpe- 
raent est cense pouvoir etre exactement represente par les « -f-i pre- 
miers termes d’un polynome du degre «; soient la valeur de o 
correspondante a I’observation moyenne, et A© = 9 — <po la difference 
de o a 0(|. Soient encore 

1 1 " 

les erreurs dontse trouvent affectees, en vertu des observations don- 
nees, les diverses valeurs de A®, et dont cliacune pourra etre double 
de I’erreur que coraporte une seule observation, I’erreur de I’observa- 
tion moyenne et celle de Tune quelconque des autres pouvant avoir 
ete commises en sens contraires. Enfin, nommons z I’exces du poly- 
nom'e que represente le developpement de la variable <p, deduit d’une 
certaine methode d’intefpolation sur la veritable valeur de <p. Alors t 
sera precisement le polynome que Ton deduira de la meme methode 
d'interpolation, en prenant 

pour les valeurs de t correspondantes aux epoques 

Or il est clair que la methode d’interpolation employee fournira un 
developpement de ip plus ou moins exact, suivant que les limites ex- 
tremes, positive et negative, entre lesquelles restera comprise la va- 
leur du polynome e, .sei’ont plus ou moins resserrees. D’ailleurs, le 
degre du polynome £ sera le nombre m des observations distinctes de 
I’observation moyenne, si la methode employee est celle de Lagrange 
ou de Laplace; et, dans I’un et I’autre cas, les divers termes dont se 
composera le developpement de £ offriront precisement les memes va- 
leurs. Done, pour juger du degre d’encactitude que fournii’ont ces deux 
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niethodes, il suffira d’examiner ce que donnera Ja I'ormule d'iiiterpo- 
lation de Lagrange. Entrons, a ce sujcd, dans quelques details. 

La valeur de t, determinee par la formule d’interpolation de La- 
grange, se coinposera de m ternies respectivement proportionnels anx 
yaleurs particiilieres de z. On aura effectivement 

(i) e = SiT, 4- cjT,-!- . . . -4 i„,T,„, 

T^, do, ...» etanfc des fonctions de /, dont cliacune sera determinee 
par une equation de la forme 


12 ) 


T,: 


tl{ii t.,) . . . (^1 — ) 

Cela pose, les valeurs numeriques des coefBcients 

T„ T„ ..., T,„ 

et, par suite, la valeur numerique de £, pourraient devenir Ires consi- 
derables, si Ton faisait correspondre la valeur de t a une epoque situee 
en dehors de I’intervalle compris entre les observations extremes. 
Admettons main tenant la supposition contraire, et nommons o la 
limite des erreurs d’observation que Ton peut evaluer a quatre ou 
cinq secondes sexagesimales. 

Si les observations donnees et distinctes de Fobservation movenne 
sont au nombre de deux, alors f,, seront affectees de signes con- 
traij’es, et Fon aura 

£ = £iTi EoT,, 


T. 




To 


t{t - q 


^ I 1 ^1 ^2 ) ^2 ( ^2 ^1 } 


T., h-T2=i— . 


tit. 


Done, si, les quantites t,, t., etant affectees du memo signe, les valeurs 
numeriques des quantites z,, £» atteignaient la limite 20, on aura 




tjt — h-U) 
t\ ^2 


20 . 


Cette clerniere valeur de £ pourra devenir considerable pour one va- 

OEm>res de C.— S. I, t* X, 
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leur de t comprise entre t,,U, par exemple pour t = si la va- 

t ~ 

leur numerique de Tun des rapports ~ est superieure a 3 + 2 v' 2 . 
Si, pour fixer les idees, on suppose z, = ~ lo^^, la valeur trouvee de e 
deviendra 



et par suite, si Ton pose § = 5", on am\a sensiblement £ = dr 3o''. 
Done, lorsque les observations donnees ne sont pas equidistantes, la 
valeur de £, determinee par la formule d’interpolation de Lagrange ou 
de Laplace, peut, memo dans le cas ou Ton fait usage de trois observa- 
tions seulement, et pour une epoque intermediaire entre cedes des 
observations donnees, depasser notablement les limites des erreurs 
d’observation. 

L’inconvenient que nous venons de signaler devient plus grave 
encore, dans le cas precisement ou Ton cherche a obtenir des resultats 
plus exacts en faisant concourir a la solution du probleme un plus 
grand nombre d’observations. Pour le demontrer, considerons un cas 
qui se presentera souvent dans la pratique. Supposons qu’un ciel con- 
vert de nuages ait interrompu, pendant un certain laps de temps, une 
serie d’observation s astronomiques, separees Tune de I’autre par un. 
intervalle d’un jour environ, et reprises des que le ciel est redevenu 
serein. Alors il est facile de voir que la valeur numerique de e pourra 
devenir tres notablement superieure aux erreurs d’observation. C’est 
CO qui arrivera, par exemple, si Ton emploie, outre I’observation 
moyenne, six observations dont les epoques soient representees par 
les nombres 

8, 6, I, 2, 3. 


Alors, en attribuant a ^ la valeur — 3 comprise entre les valeurs don- 
nees, on trouvera, en suivant une metliode quelconque d’interpolation, 
par exemple la methode de Lagrange ou de Laplace, et en faisant con- 
courir toutes les observations a la determination de e, 


£ = 


■£, — • 


i5 25 n5 


20 

33 
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Done si, I’observation moyenne etant exaete, les erreurs dos. aufn-s 
observations sont cbacuiic de 5 secondes, mais alternalivemenf posi- 
tives et negatives, on aura sensiblement 

s ~±: 5 . 

Mais si Ton a dcs raisons de croire quo, dans ie devcloppement dc la 
variable cherchee, on pent negliger sans erreur sensible les ternu's 
proportioniicls a la quatrieme puissance du temps ou a des puissaneis 
plus elevees, et si alors on fait concounr toutes les observations, par 
ma nouvelle methode, a la determination de z, alors on obtiendra uae 
valour de e. comparable aux erreurs d’observation, et Ton trouvera, on 
particulier, pour t— — 3 , non plus z = ±: 5 y ''',5 , mais seulement 
£= =h a". 

Dans ce qui precede, nous avons specialement considere les valours 
de z correspondantes a des epoques interraediaires entre cellos des 
observations extremes. Si Ton employait des valours de t corrospon- 
dantes a des epoques qui fussent situees en dehors des observations 
extremes, sans en etre meme tres eloignees, les valeurs numeriques 
do eet, par suite, les erreurs commises dans la valeur d’une variable c, 
pourraient devenir tres considerable. Ainsi, par exemple, si la va- 
riable 9 represente la longitude geocentrique de la nouvelle planete 
Hebe, al’epoque du 12 juillet, et si Ton fait servir a la determination 
de o quatre des sept observations rappelees dans la seance precedento, 
en suivant une methode quelconque d interpolation, alors on trou- 
vera : I" en joignant a I’observation du 12 aout les quatre suivantes : 

A9 ■ — 56 1 44^ 3 o*^, 62 — 1*, 1 64 5 

2” en joignant a Tobservation du 12 aout les trois precedentes : 

A® = — 544". 49 ^ + 65 ", 22 - 3 ", 45 g • 

Ici la difference entre les valeurs de 0 est enorme; ct cette difference. 
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represenfce, au signe pres, par lo polynomc 

i6",95i +- 4",6o— H- ’ 

s'eleve deja jusqu’a 917", 4 pour t = 9,06847, c’est-k-dire a I’epoque 
de la derniore observation. 


385 . 

Analyse .AUTnEMATiQUE. — Application des formules (jiie fournit la nou- 
celle melhode d’ interpolation a la resolution d’ tin systeme d’ equations 
lineaires approximatives , et, en particulier, a la correction des elements 
de I'orhite d'un astre. 

C. R., T. XXV, p. 65 o (8 novcnibro 1847). 

Etant donne un systeme d’equations approxiinatives et lineaires 
dont le nombre est egal ou superieur a celui des inconnues, sup- 
posons quo Ton veuille determiner parun calcul facile, et avec une 
grande exactitude, s’il est possible, les valeurs de ces inconnues. 
Pour remplir ces deux conditions a la fois, il sulFira de recourir aux 
formules que fournit ma nouvelle methode d’interpolation. A I’aide 
de ces formules, on pourra eliminer successivement, do chacune de"s 
equations donnees, la premiere, laseconde, la troisieme, . . . inconnue; 
et lorsquc toutes les inconnues auront ete eliminees, a Texception 
d’une seule, une valeur approchee de cette derniere sera fournie par 
cbacune des equations restantes. Ajoutons que les diverses valeurs 
approchees de la derniere inconnue seront egales entre elles, si le 
nombre des equations donnees est precisement le nombre des incon- 
nuos, mais differeront generalement les lines des autres dans le cas 
contraire. Observons, enfin, que la methode en question fournira, 
entre les diverses valeurs approchees de chaque inconnue, une 
moyenne qui pourra etre adoptee avec une grande confiance. 
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Les consideiations precedentes poiirront elre utilenient apptliqiud's 
a la correction des elements de I’orbite d’un astre. Entrons a ce sujet 
dans quelques details. 

Loisque, on suivant la marclie indiquee dans le Meinoire du 20 sop- 
tembre, on a determine approximativement les distances d’un astre 
au Soleil et a la Terre, on pent en deduire immediatemcnf, a I’aide de 
formules tres simples, les six elements de I’orbite de cet astre. Toute- 
fois, il importe de le remarqiier, en vertu des calciils effectues et des 
formules dont il s’agit, les elements de Torbite dependent, non seule- 
ment des longitudes et latitudes geocentriques de I’aslre observe, 
niais encore de leurs derivees du premier et du second ordre. Si, 
pour augmenter Texactitude des resulfats, on veut que les elements 
de 1 orbite soient finalement determines a I’aide des formules qui ne 
renferment aucunc derivee, il suffira de recourir aux equations linies 
du mouvement de I’astre observe. Ces dernieres, transformees en 
equations approximatives, deviendront lineaires par rapport aux cor- 
rections des six elements, et pourront alors se resoudre comme il a 
ete dit ci-dessus. D’ailleurs, le nombre des equations a resoudre 
dependra du nombre des observations donnees. Cliaque observation 
fournissant deux equations lineaii’es entre les corrections des six ele- 
ments, trois observations pourront, a la rigueur, suffice au calcul des 
corrections clierchees; mais celles-ci seront mieux determinees si Ton 
fait concourir a leur determination un nombre d’observations plus 
considerable. 

§ I. — Formules generates pour la resolution d'un systhne d' equations 
approximatwes et lineaires. 

Soient donnees, entre n inconnues x, y, z, ..., des equations 
lineaires et approximatives 

ax -\- b y + c z k, 

a,x -H b,y H-c,s .= A'„ 

-h 6,,/ -h = A',,, 



(0 
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en nombre egal ou superieur a celui cles inconnues. Pour deduire de 
ces equations, par unc melliode facile a suivre, et avec une grande 
exactitude, s’il est possible, les valeurs do £e, j, z, il suffira de 
recourir a la methode quo, nous allons indiqucr. 

Designons par Sala sommc dos valeurs numeriqnes des termes de 
la suite a, a,, . . . , et par SZ» la sommc des termes de la suite b, 6 , 

b,,, . . . , pris chacun avec le signe ou avec Ic signe — , selon que le 
terine correspondant de la suite a, a,, ... est positif ou negatif. 

Soient encore Sc, ... ou S/« ce que devient S^, quand a la suite b, b^, 

5,, ... on substituc la suite c, c , c,,, . . . , ou la suite k, k^, k^^, On 

tirera des formules (i) 

(9.) icSfl H-ySi +.cSc -t-. . : S/i. 


Soient maintenant a. - 

a 

”* S 

C 

H— 5 • • * 5 C 

ba 

‘t posons 


b — a 'S>b, 

Ac c — 

a Sc, 

A/c ■= k 

— a S k, 



Ac, — c,-~ 

a. Sc, 

.., M-=k, 

• * ? 

— S k, 


Si, de la premiere, ou do la seconde, ou de la troisieme, . . . des for- 
mules (i), on retranclic la formulc ( 2 ), apres avoir multiplie les deux 
membres de cettc derniere par a, ou par a,, ou par a„, , on obtiendra, 
a la place des equations ( 1 ), les suivantes 


y Lb zLc - 4 -. . 

. = AX', 

7AZz,-i-^Ac, . 

..-.rA/q, 

/ Lbj, 4- z Ac,/ -H . . 

•=aa-,„ 


qui ne renferment plus la variable x. 

Concevons, a present, que Ton designe par S'AZ) la somme des 
valeurs numeriques des termes de la suite A6, A/.*,, Ai,,, ..., et soit 
S' Ac, ... ou S' A/1: la somme des termes correspondants de la suite Ac, 
• Ac,, Ac„, . . . ou A^, A^,, Ai?:„, . . . , pris chacun avec le signe H- ou avec 
le signe — , suivant que le terme correspondant do la suite AZt, AS,, 
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. . . est positif ou negatif. On tirera des equations ('3) 
( 4 ) jS'Ai + sS'Ac-i-.. .= S'AA-; 

puis, en posant 


et 


a 

A^c = Ac — o S' Ac, 
A^c,= Ac, — S' S' Ac, 


S' A6’ 


AU' = A/- -0 S'A/r, 
As/f,=^A/,-,-o,S'A/r„ 


on tirera des formiilos (3), jointes k la formule ( 'i), 


(5) 


.3 c -4- . . . = A^ /c, 
.s A- 4- . . . ” A- A",,, 


En continuant ainsi, on substitucra successivement aux equations ( i) 
les equations (3), (3), etc. ; etlorsqu’on aura successivement elimine 
toutes les inconnues, a I’exception d’une seule, les equations restantes 
fourniront, pour la derniere inconnue, des valeurs approchees qui 
seront toutes egalos entre elles, si le nombre des equations (i) est 
egal a cclui des inconnues, mais pourront differer les unes des autres 
dans le cas contraire. Ajoutons que, pour determiner avec une plus 
grande exactitude les valeurs des diverses inconnues, on devragene- 
ralemont recourir aux formules ( 2 ), (4)> <^1- autres semblables, des- 
quelles on tirera 

/ S/t S& . 

['^"■Sa. '^Sa "Sc 

\ S'A/i „S^ 

( 6 ) "S'A 6 ‘"’ 

j _ S"A=/i: 

f - - S"A’-c‘'‘’ 


Ces dernieres formules, rangees, non 


dans I’ordre suivant lequel 
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dies sent ccrites, mais dans un ordre inverse, f'ourniront ordinaire- 
mentpour la dernierc inconnue, puis pour ravant-derniere, etc., des 
valeurs d’autant plus cxactes, que la clifFerence entre le nombre des' 
^uations approximatives donnees efc lo nombre des inconnues sera 
plus considerable. 

L’ordre suivant Icquel les diverses inconnues sont eliminees Tune 
apres Fautre semblc, au premier abord, demeurer entierement arbi- 
trairc. Mais, pour tirer du calcul des resultats plus exacts, ou dii 
moins des resultats qui meritent une plus grande confiance, il con- 
vientde choisirn?, e’est-a-dire la premiere des inconnues a eliminer, 
de maniere que la somme Sa soit la plus grande possible; puis ensuite 
de choisir j', e’est-a-dire la seconde des inconnues h eliminer, de ma- 
niere que la somme S'Ai soit la plus grande possible; etc. 

On abregerait le calcul, mais en diminuant Ic degre de confiance 
que ces resultats doivent inspirer, si, pour eliminer une inconnue, 
on se bornait a combiner entre ellcs, par voie de soustraction , les 
diverses equations, prises deux a deux, en rctranchant la seconde de 
la premiere, la troisieme de la seconde, et ainsi do suite, apres avoir 
prealablement reduit a I’unite, dans chaque equation, le coefficient 
de I’inconnue qu’il s’agit d’eliminer. 

§ II. — Sr/r la determination des eUmenls de Vorhite d’an astre. 

Conservons les notations des pages 384, 385, en substituant seule- 
ment la lettre a la lettre (|^, en sorte qu’on ait y = o — ts. Les for- 
mules (i) et (4) de la page 385 donneront 

M) .r rr /; cosro H- p COS9, j' — /? sin ro H- p sin9, s — ptangS. 

Soient d’ailleurs, au bout du temps t, I’anomalie excentrique, et p 
la longitude heliocenfrique de I’astre obsei’ve, mesurees dans le plan 
de I’orbite. Soient encore 

P la valeur de p correspondante au perihMie ; 
a, e le demi grand axe et I’excentricite de I’orbite ; 
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t I’inclinaison do I’orbite, representee par un angle aigu ou obtus, 
selon (|uc le ixiouvement de 1 astre est direct ou retrograde j 
a la longitude lieliocentrique du noeud ascendant; 

T la duree de la revolution de I’astre dans son orbite; 

'k=^ = le rapport de la circonPerence ar. a T\ 

- j I’epoque du passage de I’astre au perihelie. 

Le rayon vecteur r et la longitude p seront determines, en fonction 
de t, par Ics formules connues 

, . i r = «(! — £ cosij/), lang!^, 

\ 2 — Z ) “ 1 

( i}/ — E sm(|< = Xt + c. 

De plus, si Ton pi’ojette successivement le rayon vecteur r sur trois 
axes rectangulaires, dont le premier coincide avec la ligne des nceuds, 
et le troisiemc avec I’axc des z, les trois projections pourront etre 
exprimees, soil en fonction de x, y, z, a, soit en fonction de r, p, i: 
et en egalant Tune a I’autre les deux valeurs trouvees pour chaque 
projection, b’on aura 

cosa + / sins r: r cosp, 
y cos a — aj sina =: r sin JO cos i, 

5 = 7- sinjosini. 

Soient maintenant 
(0 la vitesse de I’astre observe ; 

u, e, w les pi’ojections algebriqucs de cetle vitesse sur les axes des x, 

y> 

H le double de I’aire decrite par le rayon vecteur r pendant Funite de 
temps ; 

U, V, W les projections alg6briques de cette aire sur les plans coor- 
donnes; 

I sa projection absolue sur le plan men6 par la ligne des nceuds pei- 
pendiculairement au plan de Fecllptique. 

OEuvres de — S. 1, t. X. 


53 
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On aura 


I u —Dtic, (’ —Dtf, ip — Dez, 

(4) ] ^ — ~ ^ ~ us.— WX, W— PX — uy, 

( &>2= Jp + ■ /P-= C /2 + V- + W\ P — c /2 + v\ 

et les deux dernieres des formules (3) donneront 

(5) ajsins — y C0S8+ 3coU = 0, i/ sins — e cosb + s coti = o; 
par consequent, 

U V W f 

(6) sin8=:-y, C0S8— rj cost — -Tjrj sini=r:-iY- 

i 1 M ■ H 

De plus, les ^uations des forces vives et des aires donnci’ont 


(7) 


Jt _ 2 _ ^ _ 2 _ 

a~ r K’ ^ ^ ~ Ka' 


Les formules qui precedent peuvent etrc appliquees de diverses 
manieres au calcul des elements de I’orbite. Ainsi, par example, 
apres avoir deduit r, p, D^p des formules etablics dans le Memoire 
du 20 septembre, et ca, j, s, u, e, w, U, V, W, «, H, I des formules (t) 
et (4), on pourra tircr immediatemcnt les valours des elements a, i, 
a, £ des formules (6), (7), puis la valour de p de Tune quclconque 
des formules (3), et les valeurs de p. c des equations (2). Ajoutons 
que, en vertu des formules (i) et (3), on aura 


(8) 

et, par suite, 


R COS(ro — 8) -i- p COS((p — 8) = /• cos/7, 

R sin(5j — 8) H- p sin(© — 8) = r sin/7 cost, 
p tang0 = r sin/7 sint 


(9) 


C0t/7 = 


/•2(D^lp + Di0)_7’D</- 
H ’ 


p langi9 
/■ sin p 


Or ces dernieres formules offrent un nouveau moyen de calculer p et i. 

Les calculs que nous venons d’indiquer peuvent etre simplifies de 
la maniere suivante : 
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Faisons tourner ceux cles axes coordonnes que renferme le plan de 
recliptique, de manih’e a faire coincider I’axe des abscisses avec le 
rayon vecleur p, ct nommons r, ip it, a, IE, liJ ce que deviennent alors 
x,y, u,v,U, V. Les six clernieres des equations ( 4 ) et les formulas ( 6 ) 
continueront a subsister quand on y remplacera x,y, u, p, U, Fpar r, 
1), n, n, U, tm, et a par a — ip. On aura done 

( 111 = (Pt) — 11 — u:: — «'*, JFr=or — Ut). 

(10) 

H ^ IF / 

(11) sin(a — 9) = ji cos(8 — 9)=— j, cost = ^, sint = ^. 

D’ailleurs, dans les equations (10), les valeurs de r, ip s, u, 0, tp seroiit 
determinees tres simplement a Faide des formules 


(12) 

*==:pH-i?cosx, 5 — — itsinx, - 


/ It = D,p +iilsin(x-l-n), 

(i3) 

< « :=pDj9 -t-i!lcos(xH-n), 


( (D«p +pD, 0 )tang 9 , 


a. et n etant determines eux-memes par les equations 
D^i?=:a.sinn, i?D(Cj=a.cosn. 


§ 11 . - Correction des elements de Vorbite d'lui astre, 

Supposons que, apres avoir calcule approximativement, a 1 aide des 
formules ci-dessus rappelees, les six elements de I’orbite d’un astre, 
e’est-a-dire les six quantites a, t, c, p, a, i, on veuille determiner avec 
une grande exactitude les corrections tres petites oa, Ss, Sc, op, Ss, ot, 
que ces elements doivent subir. II sufFira de recourir aux equations 
finies du mouvement de I’astre, et de comparer entre elles les valeurs 
de r et de/) tirees des formules (2) et ( 8 ) du § II. Cette comparaison 
fournira, entre les corrections ^p> supposees tres 

petites, deux equations lineaires, dont Tune ne renfermera pas Sp. 
Donc-chaque observation fournira, entre les corrections des six ele- 
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ments, deux equations distinctes. En resolvant les equations ainsi 
obtenues par la methode exposee dans le § I, on obtiendra aisement 
les six corrections cherchees, comme je I’cxpliquerai plus en detail 
dans un noiivel article. Si I’astre a ete observe plus de quatre fois, les 
corrections des seuls elements a, z, c, a, i pourront etre determinees 
separement a I’aide des equations qui no renfermeront pas Sp. 


386 . 


Astronomie. — Memoire sur la determination et la correction 
des elements de I’orhite d’un astre. 


G. R,, T. XXV, p. 700 {iS novombro 1847). 


On s’^est occupe depuis longtemps de la determination des elements 
de I’orbite d’un astre; et ce probleme, auquel se rapportaient deja des 
travaux remarquables de Newton et d’Eulcr, a ete de nos jours encore 
un sujet de reclierclies approfondies. A ma connaissance, I’un des tra- 
vaux les plus recents sur la correction des elements d’une orbite est 
le Memoire presente a I’Institut par M. Yvon Villarceau; vers la fin de 
I’annee i845, et approuve par I’Academio. Le Rapport fait, au nom 
d’une Commission, par M. Binet, offre un resume clair et precis de la 
question et des solutions que divers auteurs en ont donnees. Dans le 
Memoire de M. Yvon Villarceau, les equations lineaircs approxima- 
tives d’oii se tirent les corrections des elements sent, suivant la con- 
tume, deduites, a I’aide du Calcul differentiel, des equations finies du 
mouvement, dans lesquelles on fait varier les six elements de quan- 
tites tres petites. Des equations ainsi formees sont effectivement cedes 
qu’il convient d’employer, lorsqu’on veut obtenir les valeurs des ele- 
ments avec une grande exactitude. D’ailleurs, pour tirer le meilleur 
parti possible de ces memos equations, dont le nombre croit avec 
celui des observations donnees, il convient de recourir, pour leur 
resolution, k une methode qui ait le double avantage de pouvoir etre 
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facilement pratiquee, ct d’offrii' une grande surete dans les resultats 
du calcul. Comme je I’ai deja remarque dans la derniere seance, ces 
deux conditions scront remplies, si Ton resout les equations apprnxi- 
matives dont il s’agit par un precede analogue a celui sur lequel s’ap- 
puie ma nouvelle metliode d’interpolation. J’ajouterai que le memo 
precede fournit encore le moyen de calculer aisement les erreurs pro- 
bables introduites par les observations dans les valeurs de la longi- 
tude et de la latitude geocentriques d’un astre. Enfin, a I’aide de 
quelques artifices, qui seront indiques ci-apres, on peut, non seu- 
lement simplifier les formules relatives a la' determination ou a la 
correction des elements d’une orbite, mais aussi faire en sorte qu’il 
devienne a peu pres impossible de commetlre la moindre erreur de 
calcul sans en etre immediatement avert! par les formules elles- 
memes. 

Remarquons encore que la metliode ci-dessus rappelee pourrait f^re 
appliquee, si Ton veut, non plus aux equations lineaires foiirnies par 
les diverses observations, mais a celles qu’on en deduit par la methocle 
des moindres carris, quelles que soient d’ailleurs les inconnues, repre- 
sentees, ou par les six elements de I’orbite de I’astre observe, ou par 
trois longitudes et trois latitudes geocentriques, comme fa propose 
notre jeune et illustrc confrere, M. Le Verrier, dans un Memoire jus- 
tement recherche des vrais amis de la Science. 

1 1, — Sur la determination des elements de I’orbite d’un astre. 

Des avantages inherents a la methode d’interpolation que j’ai appli- 
quee au developpemcnt de la longitude et de la latitude geocentriques 
d’un astre, I’un consiste en ce qu’on ne peut commettre la moindre 
erreur sans en etre averti presque immediatement par le calcul. II 
importe d’employer pour la determination des elements d une orbite 
des formules qui presentent le meme avantage, etqui, etantd ailleurs 
tres simples, se pretent facilement a I’emploi des logarithmes. On satis- 
fait a ces diverses conditions en operant comme il suit. 
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Conservons les notations adoptees dans le precedent Memoire. Apres 
avoir calcule r, p et Df p — Ap, on tirera des equations 

(1) « = pH-i?cosx, >}= — -/^sinx, 5=:ptang0 

les valeurs des coordonnees t, i), s, ct I’on verifiera I’exactitude de ces 
valeurs a I’aide de la formule 

(2) *2 + 1)2+52— ,.2. 

puis on tirera des equations 

/ n = Dip +Di^cosxH-^D«n3Sinx, 

(3) I D =:pD^cp — Dii/tsinx+'-RD/OTCOsx, 

( «>= (D(p +pD^0)tang6i= (A + D(0)s 

les valeurs des vitesses u, a, w, et Ton verifiera Texactitude de ces 
valeurs a Taide de la formule 

(4) (?=SD^i? + «D,p + pi)I),x + =“D*®, 
les valeurs de G, §, q etant 

G — /'Dg r — u* + 1)1^ + 

S = A + p cosx = *cosx — V sinx> 
s =i?cosx 4- p sec20=: * + z tangS; 

puis enfm I’on tirei'a des equations 

(7) 0) = y/u2+ 1)2-(- HP>2 J 

(8) % = w)) — ■az, I»=U5— fv*, )PE=: u* — tti), 

(9) /— ^fs+tp 

les valeurs de la vitesse to et des aires 1|, D, W, H, I, et Ton verifiera 
I’exactitude de ces valeurs k I’aide des formules 

(10) //2— /2+tE2. ' , 

Cela pose, on pourra determiner I’inclinaison i et la longitude a du 


( 5 ) 

( 6 ) 
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noeud ascendant a I’aido des equations 

(u) sin(a- 9 ) = j, cos(8 - o) H, cost = = 

qui se verifient mutuellement, puisqu’elles fournissent a la fois le 
sinus et le cosinus do cliacun des angles t, a — s; puis, apres avoir 

tire la valeur de D,r de I’equation on d^erminera Tangle p 

a Taide des formules 


(12) 


si n P ;; ) 

rsmt 


cos/? ^ 


ivr — 


qui se verilieront encore Tune Tautre. Ajoutons que, si Ton pose 
r=i*cos<[>, i) = rsin# et, par cons^uent. 


tang'<D 


“5 

If 


^ _ t) 

cos6) ~ sin6>’ 


on pourra, aux deux prenaieres des formules (ii), substituer avec 
avantage les suivantes : 


(i3) cos(<jpH-q»- 


•«)=:- cosp, 


sin(ffl + ^ — 8) = 


/* . 

~ SIX)/? cost. 


Enfin, apres avoir detei'mine a, t par les equations 


(< 4 ) 


_ 2 _ 31 

a r K ’ Ka 


on deternainera ip et p — p a Taide des formules 


(i5) 


(i6) cos 


COSlp: 


az 


P-? 


(?) 


^ .'i' 


(l — s)® COS-^) 
^ ^ 2 


• , ^ 


sin: L=:(:::) (i + a:)*siu^!^- 


Alors il ne restera plus qu’a determiner Telement c a Taide de la for- 
mule 

c = i{; — s sincl' — 


qui se reduit simplement a 


c = iji _ £ sin i)/, 
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quand on suppose le temps l compte a partir de Fepoque de I’observa- 
tion moyenne. 

Je fcrai, en terminant, une derniere vemarque. Si Ton nomme t), yj 
les projections algebriques de I’aire //sur les plans perpondiculaires 
aiix rayons vecteurs r. It menes de la Terre a I’astre observe, et du So- 
leil a la Terre, on aura 

(17) ta =: tt COS0 -h tFsinS, cos^ — W sin^; 

et, en posant, pour abregcr, 

A — Diffl cosx— sinx, P.— Q~^AjR^sm2d, 
on tirera des formules (i), ( 3 ), (8) 

(18) pO=: — P-cpcosS, '0 — P = AJipsme, 

par consequent 

(19) t)(r)-P) + (5»y) = o. 

Soient maintenant p,, ■©,, -(?, et p„, o,,, -(?„ ce que deviennent p, t), K> 
quand on attribue au temps i deux nouvelles valeurs Si Ton 

prend pour inconnues p, p,, p,^ ou v, o,, tD„, les trois quantites y), 
y,, pourront etre considerees comme functions de ces inconnues; et 
Tequation (19), jointe a celles qu’on en deduit, quand au temps t on 
substitue ou fournira un moyen de determiner avec p, p,, p„ les 
elements de I’orbite de Tastre observe. 

Au reste, je reviendrai, dans un autre article, sur ce sujet, auquel 
se rapportent plus ou moins directement les travaux de quelques geo- 
metres, et particulierement un Memoire de Lagrange, insere dans la 
Connaissance des Temps pour 1821. 

§ Sur la correction, des elements de I’orbite d’un astre. 

Supposons les six elements a, e, c, p, a, i determines approximati- 
vement a Taide des formules indiquees dans le § I. Pour obtenir les 
conditions auxquelles devront satisfaire les corrections 8 a, 8 t, Sc, Sp, 
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Sa, 01 tie ces memes elements, supposees tres petites, il suffira tie 
transformer en equations lineaires approximatives les equations finies 
dll mouvcment de I’astre observe. Entrons a ce sujet dans quelqiies 
details. 

Solent, commc dans le precedent Memoire, o, 6 la longitude et la 
latitude geocentriqucs de I’astrc observe, rla distance de eet astre an 
Soleil, et p sa longitude beliocentrique mesuree dans le plan de I'or- 
bite, a partir du ntieud ascendant. Les valeurs de ret dep seront tle- 
terminees, au bout du temps t, par les formules (a) de la page 417, eu 
fonction de t, a, s, c, p, et par les formules (8) de la page 4i8, en fone- 
tion de 9, 0 , a, i. Nommons dr, dp les accroissements que prennent les 
valeurs de r et de p calculees comme on vient do le dire, quaiid on 
passe des formules (2) aux formules (8). Soient, trailleurs, or, op les 
variations do r ot do p qui correspondent, en vertu ties formules (2 ), 
a de tres petites variations Sa, Ss, Sc, Sp des quatre elements a, z, c, p. 
Soient, au contrairc, cflr, Ap les variations de r et dep qui correspon- 
dent, en vertu des formules (8), a de tres petites variations oa, 01 des 
elements a et t. Si les valours do 9, 0 correspondantes a une observa- 
tion, par consequent a une valeur donnee de t, ne sont alfectees d’au- 
cune erreur, on aura, pour cette valeur de t, 

dr + Jir ~ dr, dp JIP — 9 P 
ou, ce qui rovient au meme, 

(i) dr — dir — 'iir, 6p — «qp = ^>p. 

Telle est la forme gencralc des deux equations^ lineaires que foynira 
chaque observation entre les six corrections Sa, oc, Sp, Sa, ot. En 
appliquant aux equations ainsi formees la methode de resolution m- 
diquk dans le precedent Memoire, non seulement on obtiendra, pour 
les six elements, des corrections qui devront inspirer une grande con- 
fiancc, mais, de plus, les termes connus dr, dp donneront naissance a 
des differences finies de divers ordres, dontles dermeres represen e 
• rent les erreurs probables introduites clans r et p par les errews t on 

OEui'res de <7. — S. Ij t. X,. 



COMPTES RENDUS J)E L’ACADEMIE. 


o, 0 se Irouvont affecles en vcrtu cles observations clonnees. Des lors, 
il devicndra facile de former deux nouvelles equations lineaires pro- 
pres a fournir les erreurs probables de tp et de 0 correspondantes a 
chaque observation. 

II est bon d’observer quo, en vertu des formules (2) de la page 417, 
/■ est seulement fonction do a, z, c, l. Done la premiere des fbr- 
mules (i) no renfermera pas la correction op, et pourra servir a deter- 
miner separement les corrections des cinq elements a, z, c, a, s’il 
s’agit de fixer I’orbite d’un astre qui ait etc observe plus de quatre 
fois. Pour etre en ctat d’appliquer a la determination de cette orbite la 
premiere des formules (i), il sulFit de connaitre les valeui's de or et de 
Jlr exprim ees en functions lineaires des corrections oa, Sz, oc, oa. Si. 
Or, si Ton pose, pour abreger, 

( 2 ) Q/‘ “ cJId -h S' (^6% c/lr zn — Q 

afin de reduirc la premiere des equations (i) a la forme 

( L> ) it. OS -H S 6c — 1“ ^ da — 1“ ^ Oc ct/’, 

et, si, d’ailleurs, on conserve les notations adoptees dans le precedent 
paragraphe, on tirera des formules (2) de la page 417 

/ » 3 a, . . 

1 =: A is sind», 

i a % r ^ 

( 4 ) I C acos(/?-p), 

f (XE 

I3=- -j-sin(/>- p), 

I 

et des formules (8) de la page 4i8 

PS siii /7 __ p; , 

Rsin(ni — 8) sini ’ Rsin(nT — «) 


( 5 ) 


a = - 
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Astronomie. — Memoire sur la cUlerminalion de L’orhile d'une planete. 
a I aide de fovmides qiii ne renfermenl gue les derivees dii premier 
ordre des longilude el lalitude geocentrujues. 

C. R., r. XXV, p. 7-5 (ag nuvembro 1847 ). 

Le Memoire que Lagrange a clonne clans la Gonnaissance des Temps 
pour I’annec 1821 reduit la determination de I’orbite d’un astre a la 
resolution d’une equation du septieme degre, qui renferme les valeur.s 
cle la longitude ct de la latitude geocentriques correspondantes a six 
observations faites dans le voisinage de trois epoques diverses, la 
premiere observation etant supposee tres voisine de la seconde, la 
troisiemo do la quatrieme, et la cinquieme de la sixieme. Si Ton 
admet quo I’intervallc compris entre deux observations voisines de- 
vienne infiniment petit, I’equation de Lagrange renfermera simple- 
nient, avoc les longitude ct latitude geocentriques relatives aux trois 
epoques, les valeurs correspondantes des derivees de ces deux varia- 
bles, clifTerentiees une soule fois chacune par rapport au temps. Or les 
derivees du premier ordre des longitude et latitude geocentriques 
pouvant etre determinccs avec beaucoup plus de precision que leurs 
derivees d’ordres superieurs, il est clair que la methode citee de La- 
grange ofTre un avantago qui serait tres precieux dans la pratique, si 
Ton pouvait former et resoudre facileinent I’equation du septieme 
degre ci-dcssus mentionnee. Pour y parvenir, il suffirait de trouver 
un moyen facile d’obtenir une valeur approchee del’inconnue; et je 
m’etais d’abord propose de resoudre ce dernier probleme, surtout 
pour le cas oil il s’agit d’une planMe, e’est-a-dire d’une orbite tres 
differentc de la parabole, et a laquelle, en consequence, la methode 
d’Olbers ne saui’ait s’appliquer. Mais, aprds avoir obtenu la solution 
desiree, j’ai ete agreablement surpris de voir que les principes dont je 
faisais usage, etant directement appliques a la recherche des elements 
de I’orbite, fournissaient, pour la determination approximative do ces 
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elements, une methode nouvelle tres simple et tees facile a suivre. 
Cette methode cstfondee sur I’emploi de formules qui no renfermeiit 
que dcs derivecs du premier ordre, et que je vais etablir en pen de 
mots. 

Soient, au bout du temps l, 

r la distance d’une planete au Soleil; 

1 sa distance a la Terre; 
p la projection de t sur le plan de Tecliptique ; 
o, 0 la longitude et la latitude geocentriques de la planete ; 
p la longitude de la planete, mesuree dans le plan de I’orbite a partii- 
du noeud ascendant; 

'i I’anomalie moyenne de la planete; 

la distance de la Terre au Soleil; 
nr la longitude heliocentrique de la Terre; 

7 , = a — cj I’elongation ; 

A = Esiny^ la projection de R sur une droite perpendiculaire a p. 
Soient encore 

t Tinclinaison de I’orbite de la planete; 

K la longitude du noeud ascendant; 
a le demi grand axe de I’orbite ; 

£ I’excentricite ; 

K = la force attractive du Soleil ; 

vE.a(i — £-) le double de I’aire decrite par le rayon vecteur r 
dans Tunite de temps; 

— ^ I’epoque du passage au perihelie; 

P la valeur de /j a cette epoque; 

U, V, IFles projections algebriques de I’aire sur les plans coordon- 
nes et rectangulaires des a;, j, des s, x et des x, y, le plan des x, y 
etant celui de Tecliptique. 

Enfin, soient 

t> = (t/cos© Fsin© -4- TT''tangO)cosO, t? = 13 cosra + Fsincj les pro- 
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jections do I’airc II sur les plans perpencliculairos aux rayons ver- 
tears p ot /i; et posons 

a— sinssiiu, 6 cos« siru, y=:c + p, 0”iiaiig’5'. 


On aara 
(0 
( 2 ) 

(3) 


^ R cc)s(gi — «) H- P cos(o ~ «) rn /• cos/;, 

1 R sin(w -- «) H- p siii(cp — w) ~ r sin/? cost, 


ptang0™/'sinjt? siru, 

r z::: a{i — £ cosd»), 


\ ianiJ 


‘P 


I -P s\' 
I — 


tans 


d; 


^ — £ sin 4' — + c. 


Les 01 ‘bitcs (les pUinoLcs sont generalement comprises dans des 
plans assez rap))roclies do cclui de Tecliptique pour que cost differe 
Ires poAi do I’unito. Par suite, on pourru, aux formulcs (i), substitucr 
sans erreur notable les suivantes : 


( It cos(TrT — a) -I- p cos(<p — a) — cos/), 
( It siu(nj — a) -h p sin((p — a) = /- sin/), 


qui deviendront exactes, si I’inclinaison t se reduit a zero, 1 angle a 
etant alors arbitraire. Done, pour obtenir des val.eurs tres approchees 
des quatre elements a, t, c, p, quand il s’agit d’une plan'ete, il suffit 
de considercr le cas oil, i etant nul, les variables t, r, p, ^|), f/ et ^ 
seraient liees entre ellcs par les equations (3) et (4)- Voyons done 
comment on pent, dans ce dernier cas, determiner les elements de 

I’orbite. 

On tire des formulcs (4) 

(5) /-sinitp — a — /3) = ^- 


Sil’on differentie cette derniere equation, alors, en ayant egard aux 


deux formulas 


r2Dj/) = //, rJ)ir = laHsia’\i, 
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et en posant d’ailleurs, pour abreger, 


DtO = (b, /■ COS(9 — H —- /)) rr b, 


on trouvora 
('3) 




// — A^/-Sc‘ilg sind/ 


Or les excentricites cles planetes etant cle boaucoiip inferieures a 
I’uiiite, on poiirra, dans une premiere approximation, reduire la for- 
mule (6) a la suivante : 

(7) 

/*- 

On aura d’ailleurs 


< 8 ) _ r- r-- c‘il2 + i- . 

b' 

Oela pose, soit z, une seconde valeur de t qui ne soit pas tres dilTerente 
de la premiere, et nommons 9,, m, ce que deviendront 9, #, si, 

li au bout du temps Comme le rayon r—a(j — Ecosij/) variera 
geneialement tres peu dans I intervalle de temps rcpresente ptir / /, 

les valeurs de r- et de ~ correspondantes aux deux epoques indi- 

quees par t et seront peu differentes I’une de I’autre. On aura done 
sensiblement 

( ni 


Ces deux dernieres formules suffisent a la determination des valeurs 
approchees de ?, 9,. Si, pour plus de commodite. Ton pose 


alors, en negligeant le carre de v, on aura simplement 
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les valeurs tie i(!) elant 


(!) — (j^ 


1^7 — 


111 ) ™ 


4 




Les valeurs tie c, etant connuos, on tirera ties fornniles (8) et (7 ) 
les valeurs approchees tic r ct tie FI, puis la valeur approchee do a. tie 
la formule 


Ajoutons quo, r eUuil pcu different de a, on aurait pu, quoique moins 
aisenient, deduire uno premiere valeur approchee de a tie la for- 
mule (7). 

II cst hon d’observer que.si Ton pose — et si d’aillours on 

nomme A<Tl AH les accroisscmcnts tie $ et de H correspondants a 
I’accroissement At de t, la formule (10) donnera encore, a tres pen 
pres. 


(12) 


A$ 

Af 


1 

2 AB 




Pour tirer parti ties formules precedentes, il suffit de connaitre 
quatre observations, faites dans le voisinage de deux epoques di- 
verses, la premiere observation etant supposee Ires voisine de la se- 
condc, et la troisibme de la quatrieme. Alors les valeurs de $ = 0,7 
et de 1M. = DfA., correspondantcs a chaque epoque, peuvent etre re- 
tinites, sans erreur sensible, aux valeurs qu’acquierent les rapports 

quand on prend pour At I’intervalle de temps compris entre 

. les deux observations voisines tie I’epoque dont il s’agit. 

Remarquons encore que si, I’inclinaison t etant nulle, on suppose, 
comme on est alors librc ,de le faire, 8 = 0, on pourra, de la for- 
mule ( 5 ), reduite a 

A 

(i 3 ) sin(© — p) ="77) 

deduire la valeur dc I’angle p, auquel Tangle '|' + p devient egal quand 
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2 s’evanouit. Alors aussi, cle la meme formule jointo a la seconcle dcs 
(^uations (3), on tirera 

i. 

(i4) (cosJi — £)sin(9 — p) — (i — E’)-sin(];cos((s — p)== 

puis, en negligeant i, 

fio) sin(ffl — + — p)=:-- 

Si, dans cette derniere formule, on remplace L par t^ = t + ^i, on 
aura 

(i 6 ) sm((p, — 4^1 — Pi)= — ) 

la valeur de A'| = 4') — 4 donnee par I’equation 

(.7) = 

Les formules (i5), (i6) sontcelles dontM. Binet a fait usage pour 
determiner, a I’aide de.s deux observations, la distance du Soleil a une 
planete dont I’orbite est supposee circulairo. Apres avoir deduit, ou 
de ces formules, ou cle cedes que nous avons donnees ci-dessus, les 
valeurs approchees des distances a, r, avec cede de dangle 4 + p ou 
Y + Xi, et par suite la valeur approcliee de y, on pourra, en negligeant 
les termes proportionnels au carre ou aux puissances superieures de 
I’excentricite, tirer de la formule (6), jointe aux formules (3) et (8), 
une equation lineaire entre la correction Sa de la constante a et les 
constantes esinc, ecosc, dont les premieres valeurs approchees sont 
nudes; et, pour determiner approximativement Sa, esinc, ecosc, il 
suffira de recourir a trois equations lineaires ainsi formeos. 

Ajoutons que, si a la formule (6) on substitue la formule (i4). 
chaque equation lineaire renfermcra les quatre inconnucs Sa, Sy, 
esinc, ecosc. Done alors quatre equations seront necessaires pour 
determiner ces inconnues. Mais, d’autre part, pour obtenir ces quatre 
equations lineaires, il suffira de faire usage de quatre observations 
seulement. D’ailleurs, les valeurs approchees de a, e, c, y, et, par 
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suite, la valour do p y — c etant connues, on pourra corriger do 
nouveau cos valours approcheos a I’aide de la fornnde (14) et des 
quatre observations donnees. 

Les valours des constantcs a, c, z, p, determinees comme on viont 
de le dire, ot cellos qu’on on decluira pour r,p, a I’aide des for- 
niules (j), sciaient exactcs, abstraction faite des perturbations, si lo 
plan de I’orbite coincidait rigourcusement avec le plan de I’eclip- 
lique, et si d ailleurs les observations donnees n’etaient affecteos d'au- 
cune erreur. Ces valours no seront pas exactes, mais tres peu diffe- 
rentes des veiitables, si 1 astro observe ost line planete pour laquelle 
I’inclinaison do Forbite no se reduise pas a zero. Alors aussi, a n’etant 
plus arbitrairo, la valeur qu on aura trouvee pour p, en operant conime 
on vient de lo dire, sera efTectivcmcnt celle de p + a. 

La valeur de r etant connue pour une epoque donnee, on obtiendra 
les valeurs corrcspondantes de -c et p a I’aide des formules 

(18) — p = tCOS 0 , 

dans lesquollos on a /[: — /tcosOcosx, = puis les valeurs 

de t), '(?, a Faide des formules 

(19) t) /V/?psin0, 

‘ itcosO 

les valeurs de P, A etant 

F ~ A'LD/CJsinO, A=:Diipcosx — Dr^siiix; 

puis, enfin, los valours do a, S, a Faide des formules 

/ COS0 sino — ( O — ifsinfl) siim 

, . 1 77 cos 0 sin Y ’ 

(20) I 

I Q — 0 COS ffl — ( W — /7sin0) C0S5T 

\ 77cos0sinx 

dans lesquollos on a 

Les equations (20), en donnant les valeurs de a, 6, fournissent, par 

QlSuvves de C. — S. I, t. X. 
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suite, celles do t et a, quo Ton pourrait, au roste, deduire encore cles 
forraules (i), ( 3 ), ( 5 ), (9) et (ii) des pages 422 et423. 

Ajoutons quo les divers elements obtenus comme on vient de le dire 
pourront etre definitivoment corriges ii Faide des formules etablies 
dans mon Memoire du i 5 novembre. 

Je ne me suis pas contente d’etablir les tormules generales qui pre- 
cedent; j’ai voiilu m’assurer par I’experience qu’elles donuent avec 
une grande facilite les elements d’une orbite, et je les ai appliquees a 
laplanetc Hebe. Les differences entre les valours ainsi obtenues des 
les premieres approximations, et celles auxquelles j’avais ete conduit 
par la metliode exposee dans le Memoire du 20 septembre, sent ex- 
tremement faibles, ainsi que je le montrerai plus en detail dans un 
autre article. 


388 . 

AsTaoxoJiiE. — Addition au Memoire sur la determination de Vorbite 
d une planete, a I’ aide de formules qiii ne renferment que les derivees 
du premier ordre des longitude el latitude geocentriques . 

C. R., T. XXV, p. 879 (i 3 dccembro 1847). 

Conservons les notations adoptees dans le Memoire dont il s’agit 
(twla seance du 29 novembre). On aura d’abord a resoudre, par rap- 
port aux inconnues les deux equations simultanees 

(i) f \ • 

Si, pour plus de comniodite, I’on pose 


on aura 

+ s=:p. — V, y’-, 
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et les formules (i ) donneroat 

( 2 ■) a>, - <i> = + V (ti, + tri, ~ 

(;ji- - V- 

Si dans la derniere des formules (2 ) on siibstitue la valeui- de v tireo 
de la premiere, 1 ec[uation finale que Ton obtiendra sera du ({iiatrieine 
degre en p.. II y a plus : si Ton neglige v- vis-a-vis de p.-, I’equafion 
tinale sera dii troisieme degre seulement et de la forme 

(3) p. ™ 

II est d’ailleurs facile de s’assurer qu’il n’y aurait, sous le rapport de 
rexactitude,-aucun avantage a substituer I’equation du quatrienie 
degre a celle du troisieme, la difference eiitre les deux valeurs que 
fournissent ces deux equations etant generalemcnt insensible. 

Les valours approchees de q, q, etant connues, on connaitra, par 

1 

suite, la valeur approcliee de /■, et cellos des consfantes a, /.= ( 

et H, dont la derniere sera pen differente de \ Ka. Ajoutons que la 
for mule 

(4) sin (o — H —/?)=: - 

fournira, an bout du temps /, la valeur de la variable p -t- a, qui sera 
pen differente de c 4- p 4- a -t- 'kt, et, par suite, une valeur approcliee 
de la constante c 4- p 4- a. Done, si Ton pose, pour abreger, 

(5) y“C4-p + S, 

on connaitra deja les valeurs approchees des constantes a et y. Pour 
obtenir des valeurs plus exactes des memes constantes, et en meme 
temps des valeurs approchees des constantes ssinc, ecosc, il sufiira 
d’appliqucr la methode lineaire ii I’equation (4)- Alors, en effet, en 
negligeaat les termes proportionnels au carre de e et a ses puissances 
superieures, on trouvera, dans une premiere approximation, 

( 6 ) 3 ^ _f_ r 3y _l_ (i?sinc 4 -Fcosc)£ — sin(ffl — 7 — ?.«) — 
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les valeurs cle A, F, B, F etant 

r = cos(© — y — 

F~ r sinXi -i- sin(® — y ). 

A Faide de la formule (6) et de quatre observations, on determinera 
les valeurs approcliees desinconnues oa, Sy, esinc, ecosc, par conse- 
quent les valeurs approcliees de s, c. On pourra ensuite corriger de 
nouveau les valeurs trouvees de a, c, y, t, ou, ce qui revient au meme, 
les valours de a, c, p 4- a, £, par la methodo lineairo appliquec a I’equa- 
tion (4). 

II est bon d’observor que la valeur de p correspondante a ^ = o se 
trouve representeo par la somme c-i-p-f-a, quand on neglige les 
termcs proportioniiels a e, et par la somme <7 + p 4- a -I- 2 e sine, 
quand on neglige seulement les termes proportionnels au carre .ou 
aux puissances superieures de e. II est aise d’en conclufe quo, si Ton 
representait par y la valeur de p correspondante a z = o, la formule (6) 
continuerait de subsister, avec cette seule modification, que la valeur 
du coefficient E y serait determinec, non plus par la troisieme dcs for- 
niules (9), mais par la suivante : 

(8) /i’=: PcosAi 4 - cos(ffl — y) — aE. 

Si a I’equation (4) on s'ubstituait sa derivee 


P _ 

a- ia ’ 

E — T cosJii + cos(® — y), 



(9) = 

dans laquelle on a 


H — Afl-siKs siml/ 


OU, ce qui revient au memo, la formule 


1 equation lineaire qu’on obtiendrait a la place de la formule (6) ren- 
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fermerait sculement les trois incoiiiiues 

oa, Esinc, c cose. 

Les calculs precedents ne determinent ni la longitude a du nfeud 
ascendant, ni rinclinaison i, dont le cosinus est suppose peu different 
de I’unite. Si, apres avoir trouve les valeurs approcliees de r ot de 
yo-t-B, on voulait en deduire celles des constantes a, i, il sulllrait 
d’opercr de la maniere sliivante : 

D’abord on pourra tirer la valour approcliee de p de la formule 

(10) P + 7 ? COS%r= /-costs — /? — a), 

ou mieux encore des formules (18) de la page 433 , puis cellos des 
coordonnees cc, y, z de I’astre observe, des trois formules 

(ji) a;- =r /? cosnT+ p sin®, r ;=• /tsinro -i- p sino, r.=;ptang/. 
Posant alors 

(la) a = sins lang'i., S = cosBtangi, 

on aura, entre a, S etx,y, z, I’equation lineaire 

(13) ccj; — 6y -h - 0 , 

qui represente precis6ni6nt 1g plan de 1 orbite. On pourra done, a 
Taide do cette equation, et de deux observations clistinctes, dMer- 
miner approximativement a, S, ou, ce qui revient au meme, i et 
Comme nous I’avons deja remarque, I’emploi de la formule (6) 
suppose cost peu different de I’unite, ce qui a generalement lieu pour 
les planfetes. Mais, apres avoir tire des formules (i),^( 3 ), (u) el (i 3 ) 
des valeurs approchees de a, a et S, on pourrait, sans recourir ni a 
I’equation (6), ni a la supposition sur laquelle elle s’appuie, deduire 
directement les corrections oa, §6 avec les valeurs approchees des 
prpduits esinc, ecosc, de cinq observations et de Pequation lineaire 

(14) 8a -h y8S) s&cd — as cos{c-i- It) — f — a. 
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les valours do v, r, s, S eLant detoriniiiees a I’aido des (bnriules 

X rr cosro laiigS — S si 117 , 

Y — sincT tangf/— =isiii 7 , 

Z =:(Ssiim — cicosnr) langO, 

S = cc COSO — 6 sins + langO, 


/{ 


n ^ 

r=sl, 


'ly 


r V /- - 


sin 6^’ 


,s‘ “z t ~h /? cos 0 cos^. 


L’equation (i 4 ) est precisement cello a laf|iiolle sc rediiit la for- 
mulo (3 ) do' la page 426, lorsqu’on y ogale a zero la premiere valour 
approchee do r, et quo Ton pose, en coi\sequ(Micc, 

A.r-I, s— o, t =— « cos(c + A/), 0£ — s. 


Ajoutons que, apres avoir determine approximativemeiU ct, y, a, 6, 
par conskfixent a, p, i, a, on pent fairc servir les equations (r) de la 
page 423, combinees avec la formule §£ = e, a deduire do quatror ou 
memo de trois observations, les quatre corrections ca, op, ot, oa avec 
les valours approchees do esinc, sense. 


389 . 

AsTnoxojiiE. — Memoire sur deux formules gendrales , donl chacune 
permet de calculer rapidemenl des valeurs Ires approchees des elements 
de I’ orhite d’une planele ou d'une comdle. 


G. R., T. XXV, p. cj')3 (27 docembre 18/17). 

Apres avoir montre, clans une precedente seance, comment on pout, 
clans certains cas, ramener la determination do I’orbite d’un astre a 
I’emploi des formules qui ne renferment que des derivecs du premier 
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ordrc, j’ai clicrclie s il ne serait pas possible de fair? depondre uni* 
determinalion prompte et facile de ces elements de la resolution 
d’equations qui ne renferment plus aucune derivee, et j’ai obtenu. 
en cffet, deux equations tres simples et tres generales, dont cliaeuiie 
rcmplit la condition que je viens d’indiquer. 

Les deux equations dont il s’agitpeuvent etre aisement formers. Si, 
en placant I’origine des coordonnees au centre du Soleil, on nomine 
X, y, ^ les coordonnees de I’astre observe, le plan de I’orbite de eet 
astre sera represcnte par une equation lineaire en x, y, sans terme 
constant. Done, si Ton considere I’astre dans trois positions succes- 
sives, la resultante. formee avec les valeurs correspondantos deir, y, 
sera nullc. bln egalant cette resultante a zero, on obtiendra la pre- 
miere des equations dont j’ai parle. D’ailleurs, les coordonnees a:, y, = 
peuvent etre I'xprimees en fonction des donnees de I’observation et 
du rayon vecteur r, mene du Soleil a I’astrc. D’autre part,.ce rayon 
vccteur depend seulement du temps et de trois eltoients de I’orbite, 
savoir, do I’excentricite, du grand axe et de I’instant du passage au 
perihelie. Done I’equation trouvee, jointe a cinq observations de 
I’astre, sufTira pour determiner ces trois elements. 

Ce n’est pas tout : si Ton nomme b le demi-parametre de la courbe 
decritc, la difierence r—b sera encore liee.a deux quelconques des 
coordonnees x,y, z par une equation lineaire qui ne renfermera pas 
do terme constant. Il en resulte que, dans 1 equation trouvee, on 
pourra remplaccr les trois valeurs de I’une quelconque des cooi- 
donnees x, y, ^ par les trois valeurs correspondantes de la diffe- 
rence r — b. On obtiendra ainsi la seconde des equations que j’ai 
annoncees. D’ailleurs, le rayon r et les coordonnees a?, y, ^ peuvent 
etre consideres comme fonctions des donnees de I’observation et des 
deux elements qui determinent la position du plan de 1 orbite, c est- 
a-dire comme fonctions de I’inclinaison et de la longitude du noeud 
ascendant. Done I’equation nouvelle, jointe a cinq observations, sut- 
fira pour determiner ces deux elements et le parambtre delacourbc 

decrite. 
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Voyons maintenant quel parti Ton peut tirer des deux equations 
generales dont je viens d’indiquer la formation, et comment on peut 
se servir de chacune d’clles pour determiner avec line grande approxi- 
mation les trois elements entre lesqiiels elle etablit une liaison. 

J’ai fait voir, dans les precedentes seances, qu’on peut, en general, 
obtenir avec une grande facilite une premiere valeur approchee du 
grand axe, et, par suite, des autres elements de I’orbite, quand I’astre 
observe est une planete; et j’ajouterai quo des formules connues on 
peut, dans tons les cas, deduirc des equations tres simples qui four- 
nissent par un calcul rapidc des valours approcbees des elements. 
Cela pose, il est clair quo, pour determiner avec une grande approxi- 
mation les trois elements de I’orbite, il suffira d’appliquer a Tune des 
equations ci-dessus inentionnees la metliode lineaire, en corrigeant, 
il I’aide de cinq observations notablement distantes Tune de I’autre, 
les premieres valeurs obtenues pour les trois elements dont il s’agit. 

x^NAlYSE. 

§ I. — Snr les more/is d’obtenir une premiere approximation dans le calcul 
des elements de i'orbite d’un astre. 

Nous avons precedemment indique un moyen d’obtenir aisement 
ime valenr approchee de la distance d’un astre au Soleil, lorsque cet 
astre est une planete. Dans tons les cas, on pout determiner approxi- 
mativement, avec une assez grande facilite, la distance d’une planete 
ou d une comete au Soleil, ou a la Terre, ou hien encore un ou plu- 
sieurs elements de I’orbite de I’astre observe, en partant des formules 
connues qui servent a determiner ces distances ou ccs elements en 
lonction des longitude et latitude geocentrigues, et de leurs derivees 
du premier ou du second ordre. Pour y parvenir, il suffira de substi- 
tuer a chaque derivee un rapport aux differences, en ayant egard aux 
prescriptions qu^ nous allons etablir. 

Soient les epoques de deux observations tres voisines, et 
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ill 
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Soil, d’ailleurs, f(z) I’une quelconque des variables dont les valeurs 
sent fournies par les observations. On tirera des formules ('r ) 

et il suffira de developper suivant les puissances aseen- 

dantes de At, pour s’assurer que Ton a 


( 2 ) 


f(i) 


et 

(3) 






t„ — t, 


ou, ce qui revient au meme, 
(4) 


en negligeant seulement, dans les seconds membres des equations ( 2 ), 
(3) et (4) des quantites proportionnelles au carre et aux puissances 
superieures de At. 11 est bon de remarquer : 1 ° que, dans la for- 
mule (4). At et Af(i) peuvent etre censes representer, non seule- 
ment les moities des deux differences t„ — i,, — f(0’ 

encore ces differences elles-memes; 2 “ que, dans chacune des for- 
mules ( 2 ), (4), la variable f(i!) pent etre remplacee par son loga- 
ritlime. 

Supposons maintenant que F(i) represente, non plus une des 
variables dont les valeurs sent fournies par les observation.s, mais 
une de leurs derivees du premier ordre, ou bien encore une lonc- 
tion de ces derivees et des variables elles-memes. Une valeur appro- 
chee de Y{t) po.urra aisement se deduire des formules ( 2 ) et (3). 
Mais la formule (4) ne suffira plus a la determination, memo approxi- 
mative, de la fonction DfF(f), qui renfermera generalement, avec une 
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ou plusieiirs des variables clont il s’agit, leurs derivecs du premier et 
du second ordre. Pour efTectuer cettc determination, on devra recourir 
il deux, ou meme a trois couples d’observations, cliaque groupe etant 
compose de deux observations tres voisines Tune do I’autrc. Soient 
t', ^"les valeurs du temps correspondantes ii ces trois groupes, cha- 
ciine de ces valeurs etant la inoyennc arithmetique entre les epoques 
des deux observations qui composent un memo groupe. Si Ton a 

t 5 

2 


alors, en negligeant seulement les quantites proportionnelles au carre 
et aux puissances superieures des differences t — t' , t" ~ i, on trou- 
vera 


( 5 ) 


D,F(0 = 


i"— t' 


Dans le cas contraire, on aura, sous la memo condition, 


( 6 ) 


D,F(ri = 



F(i")-F(^) , 


L«— I 

t"~ t' t — L' 


Lorsqu’on vent tircr parti de ces considerations pour determiner 
approximativement la position du plan de I’orbite d’un astro, il est 
utile d’introduire dans le calcul certains angles auxiliaires, comme je 
vais I’expliquer en quelques mots. 

Soient, au bout du temps t, 

® et 0 la longitude et la latitude geocentriques de I’astre observe; 
t I’inclinaison de son orbite, representee par un angle inferieur a 
deux droits; 

K la longitude du nceud ascendant; 

CT la longitude heliocentrique de la Terre; 

X, = o — w I’elongation ; 

R la distance de la Terre au Soleil ; 

H Taire decrite par le rayon vecteur r mene du Soleil a I’astre observe ; 
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h, I', W^les projections algebriques de cette aire sur les trois plaij> 
coordonnes des des et des x^y, le dernier plan etant !e 
plan memo de Fecliptique. 

L equation lineaire qui existe entre les trois constantes L\ r, W 
fburnira le moyen de calculer le rapport ~ (voir page 218 ), et, par 

suite, les deux elements a et t. En effet, soit h la quantite dont la va- 
leur numerique est donnee par la formule 

/i — Le sin 1^' = 0,000002 io5d2, 

e etant la base des logaritlimes hyperboliques, et la lettre L indi- 
quant un logarithme decimal. Supposons encore que, les angles 
etant exprimes en secondes sexagesimales, on nomme t un angle 
auxiliaire determine par la formule 


et faisons 


tangT 


D^L tang^ 


Q,z=: 


lang^ 

COST 




P — sin(T -f- %), Q — cos(t - i- ;(), 

s=iDiL<?-hD,Li?-K- 

2 % 

ar=:D/Lcos<p — s, bzzzDjjLsino -- g, c — Dz L tang^ — 

ci^ __ ^ cos 9 9 _ ^ sino _ 

7 tang^’ c lang^^ 


on trouvera 
(7) 


tang« = 


^ 


et ^ ou et ^ etant ce que deviennent 9 et ^ quand t se change 
en i' ou en t". 

De plus, en supposant I’angle auxiliaire $ determine par la formule 

jP 

cot^Dzcpm -h col{m 
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on trouvera encore 


( 8 ) 


sin(r 4- 

Lanan = -^—7 ji-r 

® sm(© 4” H -4 #) 


Lang ( 9 . 


A I’aide cles formulos (2), ( 4 ), (6), (7) et (8), et do trois groiipes 
d’observations, composes chacun clc denx observations voisines, on 
determinera aisement des valours approchees des elements i et a. 
On pourra ensuite ob’tenir pour cos meines elements des corrections 
qui seront deja tres peu difTerentes des veritables, cn appliquant la 
methode lineaire aux formulcs donnees par Lagrange dans la Con- 
naissance des Temps pour 1821, ou, ce qui revient an meme, a la for- 
mule (19) de la page 424- 


§ II. — Sur les moyens cl’ohtenir, avec une grande approximation, 
les elements d’une ovhite, d I’aide de cinq ohsercations. 

Supposons que, le centre du Soleil etant pris pour origine des coor- 
donnees, et le plan de I’ecliptiquc pour plan des x, y, on compte les z 
positives du cote du pole boreal; et soient, an bout du temps t, 

x,y, z les coordonnees de I’astro observe; 
r la distance de cet astre au Soleil ; 
b le demi-parametre de I’orbite decritc; 

H le double de I’aire decrite pendant I’linite de temps par le rayon r\ 
U, V, W les projections algebriques de cctte aire sur les plans coor- 
donnes. 

L’equation du plan de I’orbite sera 

(I) Ux-^-Vy+}Vzz=zo. 

Concevons maintenant que, a I’aide d’un ou deux accents places' au 
bas de chaque variable, on designs la valeur que prend cette variable 
quand on remplace i par ou par La formule (i) continuera de 
subsister quand on y remplacera x, y, z par x^, j,, s, ou par a;,,, y„, s,,. 
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et Ton aura, en consequence, 

( 2 ) — a;f„ z, x, z-x, yz, 4- x, >•;, — a-., r , 5 r= o. 

On peut d’ailleurs, comnie on sail, arriver directement a cetfc <kfiia- 
tion, en observant que le volume du tetraedre qui a pour aretes le> 
rayons vecteurs r, r, t-,, s’evanouit, puisque I’orbite esl plane. Aj«.y- 
tons que, dans la formule (2), x,y, peuvcnt ^re exprimes en fone- 
tion lineaire de la distance ^ de I’astre a la Terre, les coefficients etsuit 
des donnees de I’observation ; et, comme r, t sont d’ailleurs litk entre 
eux par une equation connue du second degre, il en resulte qiu* les 
coordonnees cc, y, z peuvent etre considerees comme fonctions de r. 
Done aussi ces coordonnees peuvent etre considerees comme tnne- 
tions du temps et des trois elements desquels depend le rayon r, 
savoir, du grand axe, de I’epoque du passage de Tastre au perihelie 
et de I’excentricite. Done, en supposant deja connues des valeiirs 
approchees de ces trois elements, on pourra les corriger separement 
il I’aide de la metliode lineaire appliquee a la formule (2) et de cinq 
observations. 

Remarquons maintenant que, si aux trois variables x, y, z on joint 
la variable r—b, on pourra etablir, entre cette quatrieme variable et 
deux quelconques des trois autres, une equation lineaire qui, comme 
la formule (i), ne renfermera pas de terme constant. Done la for- 
mule (2) continuera de subsister si Ton y remplace les trois valeurs 
de Tune des coordonnees par les trois valeurs correspondantes de 
/' — b. On aura, par exemple, 

( J.- ^.7/) {r~b) + (x„y-xy„) (r,- b) 

I +{xy,—x,y){r^—b)~o 

ou, ce qui revient au meme, 

,,, . (x.r..-x,,r,)r + {s„y-xy,)r,-^ {xy,-_x^,^ 

x,y„-x„y,+ x„y-xy,-^j:y,-x,y 

D’ailleurs, comme nous I’avons dit, a?, j, 5 peuvent etre exprimes on 
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fonction lineaire de la distance -c de I’astrc a Ja Terre, Ics coefficients 
etant des donnees de I’observation. EffcctivcmenI, si I’on conserve les 
notations adoptees dans le § I, on aura 

(5 ) xr=: R COS15T t COS 9 COS0, y -- R sinny -l- t cos 9 COS^, r::: t sin^. 

D’aiUre part, de I’equation (i), jointe aux formules (4), on tirera 

-> „ ^ Fsin 9) cos6? TFsin ^ 

^ ^/cosrry -h Fsia?AT 

Enfin, les aires U, F, W sont liees aux elements l, h par les for- 
mules 

U rrr IF siii^tangt, Fr=— W cos 8 lang/;, 

7/2 JJ/2^ //2^ 

K etant la force attractive clu Soleil; et, an consequence, la for- 
mule (6) clonne 

. . coti — sin(o — ») 

( *7 ) ^ — — /i “ ' ~ — — . ~ ■ * 

^ Sia(CT — 8) 

Done t et, par suite, x, y, z peuvent etre consideres comma des fonc- 
tions des elements s, t et des donnees de I’observation. Enfin, on pent 
en dire autant du rayon r determine par la formule 

r — z- . 

Cela pose, il est clair que, on supposant deja connues des valeurs 
approchees des trois elements t, a, b, ou meme soiilement des deux 
elements t et a, on pourra les corriger immediatement a I’aide de la 
methode lineaire appliquee a la formule ( 2 ) ou (4), et de cinq obser- 
vations. 
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Asteonomie. — Rapport sur un Memoire de M. he Gaseauis, relalif a 
deux equations qui donnent la longitude du nceiid el V ineiiuuistai de 
I orbile d im astre, d I aide d‘ observations geocentriques comenabk- 
ment comhinees. 

C. R., T. XXV, p. 797 (29 novenibre 1847 1. 

L’Academie nous a charges, MM. Sturm, Liouvillr et moi, de ini 
rendre compte d’un Memoire de M. de Gasparis, sur la determination 
du plan de I’orbite d’un astre, a I’aide d’observafions geocentriques. 
La metliode que I’autcur propose pour resoudre ce probleine a beau- 
coup d’analogie avec celle que Lagrange a donncie dans la Connais- 
sance des Temps pour I’annee 1821; et par suite, pour faire eom- 
prendre ce qu’il y a de neuf dans le travail de M. de Gasparis, il sera 
utile de rapp.elev d’abord en peu de mots la solution de Lagrange. 

Les deux inconnues dont Lagrange commence par recliereber les 
valeurs sont : I’inclinaison de I’orbite de I’astre observe et la longi- 
tude du noeud ascendant, ou plutot deux quantites respectivement 
egalcs aux produits qu’on obtient quand on multiplie la tangenti- 
de I’inclinaison par les sinus et cosinus de la longitude du nmud. 
Lagrange fait voir qu’on peut exprimer facilement, en fonction de 
ces inconnues et des donnees fournies par deux observations, Taire 
du triangle forme par les deux rayons vecteurs mones du Soleil k 
I’astre observe, ainsi que la projection de cette aire sur le plan de 
I’ecliptique. En elfet, cette projection se trouve representee par une 
fraction rationnelle dont le numerateur et le denominateur, exprimes 
en fonction de ces inconnues, sont I’un du premier, I’autre du second 
degre. De plus, lorsque les deux observations dont il s’agit sont voi- 
sines I’une de I’autre, I’aire du triangle forme par les deux rayons 
vecteurs se confond sensiblement avec I’aire du secteur compris entre 
les memes rayons; et, comme le montre Lagrange, le rapport de ces 
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deux aires sera tres voisin de I’linite, la difference elant line quan- 
tile tres petite du second ordrc, si les differences entre les quantites 
correspondantes aux deux observations sont considcrecs conime tres 
petites du premier ordre. Done, en negligeant les quantites du second 
ordre, on pourra representer le secteur lui-raeme par la fraction ration- 
nelle dont nous avons parle. 

D’autre part, en vertu d’une loi de Kepler, le secteur compris entre 
les deux rayons vecteurs menes du Soleil a Tastre que Ton considere 
aux epoques des deux observations donnees est le produit d’lme con- 
stante par I’intervalle de temps compris entre les deux epoques. Done 
un systerae de deux observations voisines permet d’exprimer cette 
constante par une fraction du genre de celle que nous avons indi- 
quee; done trois systemes composes cbacun de deux observations 
voisines fourniront, pour la meme constante, trois valeurs qui, ega- 
lees entre elles, produiront deux equations entre les deux inconnues. 
II est d’ailleurs aise de s’assurer que, en eliminant une des incon- 
nues, on arrive a une equation finale du septieme degre. 

Gomme on le voit, la metliode suppose que les intervalles de temps 
compris entre la premiere et la seconde observation, entre la troisieme 
et la quatrieme, entre la cinquieme et la sixieme sont tres petits. Mais, 
d’ailleurs, comme Lagrange a soin de le romarquer, les intervalles de 
temps compris entre la seconde et la troisieme, et entre la quatrieme 
et la cinquieme, pourront etre quelconques; et il est meme avanta- 
geux de les prendre les plus grands que Ton peut, afin que les trois 
equations soientle plus differentes qu’il est possible. 

Pour passer de la metliode de Lagrange a la metliode de M. de Gas- 
paris, il sulfit de supposer que les deux derniers intervalles se reduisent 
a zero, e’est-a-dire que la troisieme observation no differe pas de la 
seconde, ni la cinquieme de la quatrieme. Alors, les six observations 
etant reduites a quatre, les trois fractions que Ton egale entre elles 
deux a deux fournissent deux equations, dont cliacune se simplifie, 
attendu que les denominateurs de ces fractions olfrent des facteurs 
communs qui peuvent etre supprimes sans inconvenient. Apres cette 



suppression, on obtient seulcment deux equations du second degre 
entro los deux inconnues; et par suite I’equation finale, produite 
par rclimination, s’abaisse au quatrieme degre. 

On serait, au proniicr abord, tente de croire que la reniarque do 
Lagrange, ci-dessus rappelee, est un motif sufSsant de repousser la 
solution de M. de Gasparis; et, dans la realite, cette solution, plus 
facile a obtenir, sera certainoment moins exacte. II arrivera memo 
assez souvent quo beaucoup d’incertitude regnera sur les resultats 
du calcul applique a quatre observations consecutives. Mais rien 
n’empeebe de tirer riiquation du quatrieme degre d’une elimination 
operee entre les equations qui correspondent a deux groupes com- 
poses chacun de trois observations voisines; et, par consequent, il 
etait utile do remarquer la simplification et I’abaissement de I’equa- 
tion que fournit uri scmblable groupe. Fondes sur ces considerations, 
les Commissaires proposent a I’Academie de voter des remerciments ii 
I’auteur du Memoire. 


391 . 

Astronomie. — Note sur 1 ’ cibaissement (jue I on peut fairs suhir au dt gri- 
de V equalion. donnde par Lagrange dans la Connaissance des Temp^ 
pourl'anaee iHat. 

G. R., T. XXVI, p. V (lo jaiivier i848). 

Le Memoire lu par Lagrange a I’Academie deBerlin le 24 fevrier 1780, 

puis insere dans les iphemerides de Berlin de 1788, et plus tard dans la 

Connaissance des Temps pour I’annee 1821, reduit la determination du 

plan do I’orbite d’un astre k une equation du septieme degre, dont 

I’emploi exige la connaissance de trois couples d’observations, qui, 

prises deux a deux, soient tr^s voisines Tune de I’autre. 11 semhle, dit 

Lagrange dans ce Memoire, que le septieme degre soil une limUe au-des- 

sous de laquellc il ne soil pas possible de rabaisser le problems 

5? 

OEiiures de C, — S. I, t. X, 
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s’agit; et pourtant, line circonstance assez singuliere, c’est que Tune 
des deux equations qui suggerait cette reflexion a Lagrange, I’equa- 
tion merae a laquelle il parvient dans le Memoire de 1780, pent etre 
abaissee du septieme degre an sixieme. Cette remarque ne paraitra 
peut-etre pas sans importance, surtout si Ton considere que les limites 
des racines d’une equation du sixibme degre sont, comme I’a prouve 
M. Corancez, donnees par line equation du quatrieme, c’est-a-dire par 
line equation que I’on sait resoudre algebriquement. Ajoutons que* 
Tequation du sixieme degre peut etre aisement formee, comme on le 
verra dans cette Note, et que, si les observations comprises dans un 
meme groupe deviennent infiniment voisines, elle renfermera unique- 
ment, avec la longitude et la latitude geocentriques de I’astre observe, 
leurs derivees du premier ordre. 11 est d’ailleurs evident que, si aux 
trois groupes d’observations donnees on ajoute un quatrieme groupe, 
on pourra former deux equations semblables du sixieme degre, aux- 
quelles devra satisfaire la meme inconnue, qui sera la racine com- 
mune aux deux equations dont il s’agit. 


Analyse. 


Conservons les notations adoptees dans la seance du i5 novembre, 
et nommons Cle double de I’aire decrite dans I’unite de temps par le 
rayon vecteur mene du Soleil a la Terre. On aura 

COS® V sino) cos0 -t- W sin0, y? =r C/ cosnr -f- V sincr. 


Posons d'ailleurs 


'O _ U cos® -H Fsin® 

sine “ tangS 


3TU. = t-l- 

iDo — 


C langS 

AR’- 
C tange 




OIL, X seront des fonctions enti^res et lineaires de U, V, les coeffi- 
cients etant des donnees de Tobservation, et I’equation fondamen- 
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tale de laquelle part Lagrange donnera 


(0 


c ~ w= 


X-t-JF 


45 i 


Concovons maintenant que le temps t soit remplace successivcment 
par i', i", et posons Az l' - t, At' = f - t', A“t = At' - At. On tirera 
de la formiile (r) 

/ „ ^ „ r,i/ — -v' + + W Aaiu A= t + IF A* Oil 

' a-b+iF ~ Aoi = A^oi ; 


et, par suite, si Ton pose, pour abreger, 

I = ( AOll. AAOl. - A51, A^ an ) ^2 .^1-^, _ 9,^ ^ 

) ) 

( H- (OIF AJb - Ob Aail)A2 

on a 

( £2 ( AOIF A=* Ob - AOF A2 Oil ) 

( 4 ) 

I A2 Oil — AOll A^ <.= ) ( A-C A’- Ob - AOl A’ 1(5 ) . 

Or cette dcrniero equation sera liomogene et du sixieme degre, en V 
et V, et dotorminera immediatcment le rapport -p = — tanga. 


392 . 

Astronomie. — Mdmoire sur quelques proprietes remarquables des fonc- 
liom inlerpofmres, et sur le parti qu’on en peul tirer pour une determi- 
nation siire et facile des elements de I’orbite d'une planete ou d une 
come'te. 

C. R., T. XXVI, p. 29 (lo janvier iS48). 

Dans les methodes generalement employees pour la determination 
(le r(3,rbite cVm astre, on ne sait jamais a priori quel sera le degre 
d’approximation que presenteront les valeurs calculees des elements 
de cette orbite, et memo, lorsgue le calcul est acheve, on ne peut 
ordinaxrement se former une idee precise de 1 exactitude de la solo- 
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tion obteniie, avant d’avoir soumis cette solution a de nouvelles 
epreuves, et avant d’avoir deduit d’observations assez nombreuses, 
a I’aide de la methode lineaire, les corrections des elements. Ce serait 
done rendre service aux astronomes que d’etablir une methode qui 
indiquat elle-raeme le degre de precision des resultats qu’elle four- 
nirait, de maniere a ne point exposer ceux qui voudraient la suivre 
a faire des calculs inutiles. Quelques proprietes remarquables des 
fonctions interpolaires permettent d’atteindre ce but. Entrons, a ce 
sujet, dans quelques details. 

Les elements de I’orbite d’un astre etant au nombre de six, il est 
necessaire, pour les determiner, d’etablir entre ces elements au moins 
six equations. D’ailleurs, trois valours donnees de deux fonctions de 
ces elements et du temps, par exemple de la longitude et de la lati- 
tude geocentriques de I’astre, suffiront a fournir six equations de 
cette espece. Done la solution du probleme pourra se deduire de trois 
observations completes. Mais la solution ainsi trouvee ne sera pas 
unique : deux orbites differentes peuvent repondre au systeme de 
trois observations donnees, et par suite, dans le cas general, pour 
determiner sans aucune incertitude tous les elements de I’orbite d’un 
astre, il sera necessaire de connaitre au moins quatre observations. 

II est bon d’obscrver que, etant donnees trois valeurs d’line 
variable, par exemple de la longitude geocentrique, consideree 
comme fonction du temps t, on pourra en deduire immediatement 
des valeurs de fonctions interpolaires du premier et du second orcli’e. 
Une quatrieme valeur de la fonction principale permettrait de cal- 
culcr en outre une valeur particuliere d’une fonction interpolaire du 
troisieme ordre; et, si les observations donnees se rapproebent inde- 
finiment, les fonctions interpolaires du premier, du second, du troi- 
sieme ordre, . . . se transformeront en derivees de ces memes ordres 

divisees par les produits i, 1 . 2 , r.2.3, Done, afin de pouvoir, 

sans aucune incertitude, determiner les elements de I’orbite d’un 
astre, il sera necessaire de connaitre, pour une epoque donnee, avec 
la longitude et la latitude geocentriques, leurs derivees du premier, 
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clu second et du tvoisieme ordre. L’ Analyse mathematique conduit u 
la meme conclusion, en faisant voir que ces trois especes de derivees 
entrent dans les formules exactes qui resolvent le probleme en !e 
reduisant a la resolution d’une equation du premier degre (voir la 
seance du 37 decembre 1847), en supposant connues pour ebaque 
epoque, avec la longitude et la latitude geocentriques de Fastre 
obsei've, leurs derivees du premier et du second ordre seulement. 

La precision des resultats deduits des formules exactes que nous 
venons de rappeler dependra du degre d’approximation avec iequel 
on obtiendra les derivees du premier et du second ordre des longi- 
tude et latitude geocentriques. On determine ordinairement ces deri- 
vees a Faide de certaines formules d’interpolation, parmi lesquelles 
on doit distinguer cedes que Lagrange et Laplace ont donnees. )Iais 
ces dernieres formules etant seulement des equations approximatives 
qui proviennent de Fomission de termes dont la valeur est inconnue 
a priori, j’ai du recherclier s’il ne serait pas possible de les remplacer 
par des formules plus rigoureuses, qui indiquassent elles-memcs le 
degre d’approximation des resultats du calcul. Mes recherches m ont 
effectivement conduit a des formules nouvelles, dont on peut donner 
une idee tres juste en disant qu’elles sent, par rapport a la formule 
d’interpolation de Laplace, ce qu’est, par rapport a la formule de 
Taylor, I’equation finie, substitute a celle-ci par Lagrange, dans la 
theorie des functions analytiques. Mes nouvelles formules decom- 
posent une derivte d’un. ordre quelconque en deux parlies, dont 
la premiere s’exprime rigoureusement a Faide de fonctions interpo- 
laires du meme ordre et des ordres superieurs, jusqu’a Fordre n; la 
seconde partie etant le produit d’un certain facteur compris entre 
certaines limites par une quantite moyenne entre les diverses va eurs 
que peut acquerir, dans I’intervalle de temps compris entre les obser- 
vations extremes, la fonction derivee de Fordre n + 1. Par suite, on 
pourra decomposer une derivee d’un ordre quelconque m en deux 
parties, dont la premiere renfermera deux fonctions interpola.res 
Fune de ce meme ordre. Fautre de Fordre m + i immediatement 
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superieur; la seconde partie etant Ic produit d’un facteur compris 
entre certaines limites par unc valeur moyenne de la derivee de 
I’ordre to 4- 2. De plus, la prcmi^jre partie se trouvera reduite a une 
seule fonction interpolaire de I’ordre to, e’est-a-dire a une fonction 
interpolaire formee avec to •+• i valours differentes de la fonction 
principale, si a cos valeurs correspondent to -h i valeurs de i, doiit 
la moyenne arithmetique soit exactement I’epoque pour laquelle on 
veut calculer la valeur de la derivee de I’ordre to. 

J’ajouterai que, si les diverses valeurs de la fonction principale sont 
fournies par des observations desquelles puisse resulter, pour cha- 
cune de ces valeurs, une erreur representee, au signe pres, par le 
nombre S, I’erreur maximum dont pourra etre alTectee la fonction in- 
terpolaire de I’ordre to, deduite do to -1- i valeurs particulieres don- 
nees de la fonction principale, sera I’erreur qu’on obtiendra en sup- 
posant qu’a ces valeurs particulieres, rangees dans I’ordre des temps, 
on substitue des quantiles alternativement positives et negatives, 
mais toutes egales, abstraction faite du signe, au nombre 

Je remarquerai enfin que, en vertu d’un theoremc rappele dans le 
Memoire du j 6 novembre 1840 ('), une fonction interpolaire de 
I’ordre to, deduite de TO-f- 1 observations donnees, sera toujours le 
quotient qu’on obtiendra en divisant par le produit 1.2 ... to une va- 
leur moyenne de la fonction derivee de I’ordre to, e’est-a-dire une va- 
leur que prendra cette derivee pour une epoque moyenne entre celles 
des observations extremes. 

Les principes nous permettent de tircr, des formules exactes ci- 
dessus mentionnees, des valeurs approchees des elements d’une or- 
bite, de maniere a nous former une juste idee du degre d’approxima- 
tion obtenu. 

Veut-on, par exemple, deduire Jes elements de I’orbite des for- 
mules (7) et (8) du Memoire lu ala seance du 27 decembre 1847 (^), 

f D ORuvres de Cauchy, S. I, T. IV, p. 43i. 

Thid., S. I, T. X, p. 443-444. 



EXTRAIT N“ 392 . 




il faudra connaitre, pour deux epoques diffe rentes, la longitude et ia 
latitude geocentriques de I’astre observe, avec leurs derivees du pre- 
mier et du second ordre; et par suite quatre observations au moins 
sont necessaires, les trois premieres observations pouvant etre em- 
ployees quand il s’agira de la premiere epoque, et les trois derni'eres 
observations quand il s’agira de la seconde epoque. Considerons, en 
' particulier, les trois observations qui serviront a determiner les va- 
leurs des inconnues correspondantes a la premiere epoque. Des trois 
inconnues qui representeront la longitude geocentrique, sa deri%-ef 
du premier ordre et sa derivee du second ordre, la derniere, ou la 
derivee du second ordre, etant celle dont la valeur sera generalenient 
la moins exacte, sera aussi celle qu’il conviendra de determiner aver 
une plus grande precision. D’ailleurs, cette derivee aura pour valeur 
approchee une fonction interpolaire du second ordre, deduite des 
trois premieres observations. Ajoutons que la difference de cette va- 
leur approchee a la valeur veritable sera proportionnelle a une valeur 
moyenne de la derivee du quatrieme ordre seulement, si Ton choisit 
pour premiere epoque la moyenne arithmetique entre les epoques des 
trois observations. Remarquons enfin que, I’intervalle des deux obser- 
vations extremes restant le meme, I’influence des erreurs d’observa- 
tion sur la valeur de la fonction interpolaire sera la moindre possible, 
si I’observation intermediaire est separee des deux autres par des in- 


tervalles sensiblement egaux. Adoptons ces hypotheses, et nommons 
?: I’intervalle de temps qui separera la seconde observation de chaeune 
des deux autres. L’erreur que Ton commettra en prenant pour valeur 
de la fonction derivee du second ordre la valeur de la fonction intev- 
polaire du second ordre, tiree des trois observations, se composera de 
deux parties proportionnelles, I’une au carre de I’autre au carre 


de i, les coefficients de et de j etant, d’une part, 2^, d’autre part, 

une valeur mnyenne I de la fonction derivee du quatrieme ordre; et 
I’erreur totale, divisee par 24, sera la plus petite possible,^ orsque ces 
deux parties seront egales, abstraction faite du signe. Lette ega 1 e 
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fournira un moyen simple de determination pour la valeur qu’il con- 
viendra d’attribuer a I’intervalle i. En effet, on pout d’abord, de cinq, 
six, sept observations... eloignees les unes dcs autres, deduire les va- 
leurs de fonctions interpolaires du premier, du second, du troisieme 
et du quatrieme ordre; et celles-ci representent precisemcnt des va- 
leurs moyennes des derivecs des memos ordres, respectivement divi- 
sees par les nombres i, 2, 6, 24, ou du moins ces valcurs moyennes 
affectees d’erreurs tres petites, qui sent produites par les observa- 
tions, et dont les limites sent connues. On connaitra done une valeur 
approcliee de I, et il n’est meme pas necessaire qu’ici ^approximation 
soit considerable; car, pour remplir la condition indiquee, i devra 
etre reciproquenient proportionnel a la racine quatrieme de /; et par 
suite, la valeur de I’intervalle ne sera pas diminuec ou augmentee 
d’un cinquieme, si I est double ou reduit a la moitie de sa valeur. 

La valeur de i etant calculee comme on vient do le dire, pour le cas' 
oil la fonction principale se reduit a la longitude geocentrique, on 
choisira trois observations de maniere quo la premiere et la troisifeme 
soient separees de la scconde par des intcrvalles do temps egaux a i, 
ou du moins par des intervalles aussi rapproclies do i qu’il sera pos- 
sible; et alors nos formulcs fourniront avec la longitude et la latitude 
geocentriques leurs derivees du premier et du second ordre relatives 
a une preniiere epoque, qui sera la moyenne arithmetique entre les 
epoques des trois observations, ou du moins elles fourniront les 
valeurs approebees de ces inconnues avec un degre d’approximation 
indique par le calcul meme. 

Les valeurs des memes inconnues, correspondantes a une seconde 
epoque, se deduiront par le meme precede, ou d’une quatrieme obser- 
vation jointe a deux des trois premieres, ou mieux encore de trois 
observations nouvelles; et alors les formules (7), (8) du Memoire du 
27 decembre fourniront le moyen de determiner immediatement I’or- 
bite de I’astre observe. 

On remarquera que, dans la methode precedente, on commence par 
fixer rintervalle.de temps qui doit separer Tune de I’autre deux obser- 



extrait N“ 393. 

vations admises a concourir a la determination d’une orbite. Cette 
fixation dispense souvent le calculateur de travaux inutiles, qu'il se 
verrait a regret force de refaire en entieravec des donnees diVerentes 
de celles qui servaient de base a un premier calcul. 

Ell effet, les erreurs qui affectent les inconnues dont il s’agit d’ob- 
tenir ici les valeurs proviennent, les unes des inexactitudes des obser- 
vations, les autres de I’inexactitude des formules que Ton ernploie. De 
ces deux sortes d’erreurs, les premieres augmentent quand on rap- 
proclie, et les dernieres quand on eloigne les observations. II y avail 
done ici lieu de clierclier a quelle distance deux observations consecu- 
tives doivent etre placecs pour que I’erreur totale a craindre soil un 
minimum. Les avantages qui resultent evidemment de la solution de 
ce dernier probleme me permettent d’esperer un accueil favorable des 
astronomes pour ce nouveau travail que leur bienveillance m*a encou- 
rage a poursuivre, et que je me propose de reproduire avec de plus 
amples developpements dans mes Exerciees d’ Analyse et de Physique 
mathematique. 

. J’ajouterai qu’on peut encore obtenir une determination tres simple 
des elements de I’orbite d’un astre, en appliquant les principes ci- 
dessus exposes aux formules donnees par Lagrange dans le Memoire 
de 1780, ou plutot aux equations dans lesquelles se transforment ces 
formules, quand les observations voisines se rapprochent indetin i- 
ment. G’est, au reste, ce que j’expliquerai plus en detail dans un autre 
article. 


393 . 

Astronomie. — Formules pour la determination des orbites des planetes 

et des cometes. 

C. It., T. XXVI, p. 57 (17 janvier 1848). 

Pour obtenir une determination trfes rapide et meme tres exacte 
des elements de I’orbite d’un astre, il sulfit d’appliquer les principes 

58 


OEiwres de C. — S. I, t. X. 
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exposes dans la precedcnte seance aux fomulos donnees par Lagrange 
dans le Blemoire de 1780, ou pliitot aux equations dans lesquelles se 
transforment ces formules, quand les observations voisines se rappro- 
chent indefiniment. On peut d’ailleurs resoudre aiscment ces der- 
nieres equations, quand on commence par determiner approximative- 
ment les inconnues, a I’aide de I’equation lineaire qui cxiste cntre les 
trois projections algebriques de I’aire que decrit le rayon vecteur 
mene du Soleil a I’astre observe (uojrla seance du 27 deccmbrc 1847). 
Alors les seules quantites qui cntreront dans le calcul scront des va- 
leurs particulieres de ccrtaines variables et do leurs derivees du pre- 
mier ordre. D’ailleurs, ces valeurs particulieres pourront se deduire 
de quatre observations de I’astrc, jointes aux formules tres simples 
que je vais indiquer. 

Analyse. 


Soient U, t^, ... diverscs valeurs particulieres attribuees au 
temps t-, soit, de plus, <p = f(^) une fonction continue du temps t, et 
posons 


f(i, i,) = 


3 


f ( ^, tif £2 ) 


I2 — t ’ 


Alors f(i, «,), ... seront co que M. Ampere a nomme des 

fonctiohs interpolaires des divers ordres., issues les unes des autres, et 
Ton aura 


Alors aussi les quantites 




( 2 ) 


f (i, tif (2, ^a), • • • , 
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seront celles que Laplace a designees par 

oip, Sffli, fioj, 

o®9, 3-0,, 

0^9, 

Enfin, les foiictions 

(4) f(LO, ... 

se reduiront respeclivement aux suivantes : 

(5) 

et chacune dos fonctions interpolaires comprises dans la premiere, la 
deuxieme, la troisieme, ... ligne horizontale du Tableau ( 2 ) ou (3) 
sera unc valour moyenne du premier, du second, du troisieme, ... 
terme de la suite (4) ou (5), e’est-a-dire une valeur de ce terrne cor- 
respondante a unc valeur du temps t, comprise entre la plus petite et 
la plus grande de cellos qui concourent a la formation de la fonction 
interpolairc. Done, si Ton connait m valeurs particulieres de la fonc- 
lion f(^) correspondantes ii des valeurs de t comprises entre certaines 
limites, la formation dos fonctions interpolaires fournira immediate- 
men t m~ \ valeurs particulieres de m — 1 valeurs particulieres 
de I f"(i!)> • • • » correspondantes a des valeurs de t toujours renfermees 
entre les limites dont il s’agit. II y a plus : je demontre que, dans le 
cas oil la suite (4) est rapidement decroissante, et oii les temps 
Zg, . . . , ranges suivant lour ordre de grandeur, ne sent pas tres diffe- 
rents les uns des autres, les fonctions interpolaires 

(6) ' 1(^1, ^ 2 )) f(^l» ^2> ^3, d)> ••• 

representent a tres peu prfes les valeurs des termes de la suite (5) cor- 
respondantes aux valeurs de i, exprimees par les rapports 

-4-^2 Z, + fo -t- Z, 4- Za-H Zs-^ 

, 3 . 4 



(7) 


2 
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On tire de la formule (i) 

(S) ' 


^2 )> 

f(it, C, 


Si, dans ces dernieres formules, on suppose i aloi’s, en fai- 

sant, pour abreger, 

t ZHZ. t irj 

1 ( > ^2 ) " f ( ^? ^9 b > ^2 ) “ b 

on trouvera 

f(i) == 

f'( ^ — i~(^l) _ j-2 I 



Si, dans une premiere approximation, on neglige les termes i^k, i^l, 
on aura simplement 


(lO) 

f(^2)-+-f(^i) 
U‘)“ , 

(n) 



et les erreurs commises, en vertu de la substitution des formules (lo) 
aux formules (g), seront representees par les valeurs numeriques des 
produits 

i^k, iH. 

Mais, lorsque la suite (4) ou (5) sera une suite rapidement decrois- 
sante, on pourra, comme on I’a vu, calculer approximativement di- 
verses valeurs particulieres des fonctions f'(^), if"(0 correspondantes 
a diverses valeurs de t. Done alors aussi on connaitra des valeui’s 
approchees des coefficients k, I, qui seront sensiblement egaux aux 
valeurs de f'(i) et de |•f"(^) correspondantes a la valeur de t repre- 
sentee par le rapport - ~ ~ • 

Dans Tapplication des formules precMentes a TAstronomie, f(«) 
pourra representer, par exemple, la longitude ou la latitude geocen- 
trique del’astre observe. Supposons, pour fixer les idees, que !p = f(^) 
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represente la longitude geocentrique. Alors, des deux fonctions ft», 
la seconde sera celle dont les valeurs particulieres, tirees des 
observations, seront generalement moins exactes, et par consequent 
celle qu il conviendra de determiner avec une plus grande precision. 
D ailleurs, si 1 on nomme c/l I’erreur qui pent resulter, pour une va- 
leur particuliere de f(i), de I’inexactitude des observations, le second 
membre de la formule (ri) pourra etre, pour eette raison, affecte 
d’une erreur representee, au signe pres, par le rapport 

Done la somme des erreurs qui proviendront : i® de I’inexactitude de 
la formule (i i), 2° de I’inexactitude des observations, pourra s’elever, 
abstraction faite du signe, jusqu’a la limite 


Or cette somme deviendra un minimum, lorsque, la premiere erreur 
etant la moitie de la seconde, I’intervalle i verifiera la condition 



Cette derniere equation determine la valeur qu’il convient d’assigner 
a I’intervallo zi compris entre deux observations admises a concourir 
a la determination du plan de I’orbite d’un astre. Si Ton veut, par 
cxemple, appliquer la formule (12) a la planete Hebe, en partant des 
observations faites dans le mois de juillet 1847, trouvera pour va- 
leur moyenne de /, un nombre peu different de o,o 5 ; et par suite la 
formule (12) donnera 

{i3) i=(iody. 

Si, pour fixer les idees, on prend o = 4 "> on aura j = 3 j ,4 environ. 
Done alors i devra etre de 3 a 4 jours, et I’intervalle 21 compris entre 
deux observations consdeutives, de 6 a 8 jours, s’il est possible. 

Nous remarquons en finissant que, dans les valeurs de f(^), f ( 0 > 
fournies par les formules (10) et (n), on pourra, si 1 on veut, corriger 
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approximativement les erreurs produites par I’inexactitude de ces for- 
mules, puisqu’on connaitra les valeurs approchees des produits i-k, 
i-l. Mais il n’eii sera pas de meme des erreurs produites par I’inexacti- 
tude des observations. On connaitra seulement les linaites probables 
de ces dernieres erreurs; mais leur signe restera inconnudans ce pre- 
mier calcul. 

Remarquons encore que, si a la somme des erreurs provenant des 
deux causes ci-dessus indiquees on substituait la somme des carres de 
ces erreurs, on obtiendrait, a la place de la formule (i3), la suivante 


(i4) 



de laquelle on deduirait une valeur de. i peu differcnte de celle que 
fournit I’equation ( 12 ). 


m. 

Optique. — Note sur la lumiire rejlechie par La surface d’un corps opaque, 
et specialement d’un metal. 

C. R., T. XXVI, p. SC (17 janvior 1848). 

Concevons que Ton fasse tomber un rayon lumineux sur la surface 
d’un corps opaque, mais isoplianc, par exemple d’un metal, et nom- 
mons V Tangle d’incidence forme par le rayon lumineux avec la nor- 
male a la surface reflechissante. Soient d’ailleurs e deux constantes 
tellement choisies, que les deux produits 

0COSE, ©sine 

representent, sous Tincidence perpendiculaire, d’une part Tindice de 
refraction, d’ autre, part le coefficient d’ extinction. Les formules quo 
j’ai donnees dans les Comptes rendus de i836 et de 1839 pour la 
reflexion de la lumiere a la surface des metaux se deduiront, comme 
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je I’ai cUt, cles equations de condition placees sous ies numeros (24) 
et ( 25 ) dans la 7® livraison des Noweaax Exereices de Mathema- 
tiques (p. 2o3), ct rappelees dans le Tome VIII des Comptes rendm 
(P- 970) (')• 

En paitant de ces equations de condition, et en representant I'in- 
tensite do la liimieie pai I ou par suivant que le ravon incident 
cst polarise pcrpendiculairement au plan d’incidenco ou parallide- 
ment a ce plan, on trouve, sous I’incidence perpendiculaire, 

(1) P=;P=tang^i|j— 2 ^, 

la valour de tj; etant donnee par la formule 

(2) eot| = coss sin(2 arc tang©), 
et, sous I’incidence oblique, 

( 3 ) = tang ^<p ~ 0 , — tang - j)- 

IcH valours de etant determinees par les formules , 

( COl<p :::::: C0S(2£ — u) Sin ^2 arc 

(4) < ^ "-COSC/ 

I . , *4 , cosrN • 

f 001% cosu sin I 2 arctang—jj™ j? . 

dans losqiielles on a 

. / sinr\ /sill 28 

(d) col(2u~-8)rz:colscos(2arctang'^ 

Si le rayon incident est polarise suivant un plan quelconque, il 
pourra du moins etre decompose en deux autres rayons polarises, Pun 
suivant Ic plan d’incidence, I’autre perpendiculairement a ce plan, 
par consequent en deux rayons dont les intensites respeetives seront 
tburnics par les Equations (i) ou ( 3 ). Si, d’ailleurs, on suppose ces 
deux rayons doues, avant la reflexion, de la polarisation rectiligne, 
en sorto que lours noeuds coincident, la reflexion operee par la sur- 


(^) OEwres de Cauchy , S. I, T. IV, p- 342 . 



464 


GOMPTES REiNDUS DE L’ACADEMIE. 

face metallique separera ces memes noeucls; et, si S represente, apres 
la reflexion, la difference entre les phases des deux rayons dont il 
s’agit, on aura 

(6) tang5 = lang 2 w sinu, 


Tangle w etant determine par la formule 


(7) 


tango) = 


U 

siiiT laiigT 


Les formules qui precedent supposent connues les valeurs de 0 et 
de £ relatives a chaque metal. Pour determiner ces valeurs, il suffit de 
considerer le cas particulier oil Tangle t se reduit a Tincidence prin- 
cipale, designee par M. Brewster sous le nom de the maximum pola- 
rising angle. Alors Tangle § est de /p", et les formules ( 6 ), ( 7 ) 
donnent 

0 ) = ^) U siiiT tangr. 

Alors, aussi. Ton a 

u = 2n, 


n designant Tazimut de reflexion, c’est-a-dire ce que devient Tazimut 
du rayon reflechi, quand Tazimut du rayon incident est la moitie d’un 
angle droit; et Ton tire des formules (5) 


( 8 ) 


tang(2£ — v) — tangu cos(7r — ar), 



sin au 
sin 2 e 


1 



U. 


Les formules ( 8 ) permettent de calciilcr pour chaque metal le 
coefficient d’extinction et Tindice de refraction. Comme je Tai dejti 
remarque dans un autre Memoire, Tindice de refraction d’un metal 
estheaucoup plus petit qu’on ne le supposait communement. Ainsi, 
par exemple, on se drsputait pour savoir si Tindice de refraction du 
mercure etait 4 >9 ou 5,8. Get indice est en realite 1 , 7 , ou environ 
trois fois plus petit qu’on ne le croyait. 

Comme, pour les divers metaux, le rapport ^ est pen considerable, 

il en resulte que, dans la refraction sur un metal, les formules (5) 
donnent sensiblement 

v = t, U = 0. 
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Par suite aussi, le coefficient d’ extinction et I’indice de refraction 
n’eprouvent que des variations peu sensibles, quand le rayon inci- 
dent s’ecarte de la normale a la surface reflechissante , et les for- 
mules ( 4 ) peuvent etre, dans une premiere approximation, rempla- 
cees par les suivantes : 


(9) 


colo = coss sin (2 arc tang^r -^ — \ 
°0cosr/ 




cot;)(; =; coss sin (2 arc tang^^^ ) . 


Les formules ( 9 ), appliqu^es a I’acier, depuis t = 0 “ jusqu’a ■: = 70 ", 
m’ont donne, a moins d’un centieme pres, les memes resultats que les 
formules ( 4 ) ; et ces resultats se sont trouves d’accord avec les expe- 
riences que M. Brewster a fait connaitre dans son Memoire de i833. 


395. 

Astronome. — Rapport sur diwrs Mirnoires de M. Michal, relatifs 
d la determination des orbites des planetes et des cometes. 

C. R., T. XXVI, p. 88 (r7 janvier 1848). 

L’ Academic nous a charges, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui 
rendre compte delivers Memoires de M. Michal, relatifs a la determi- 
nation de I’orbite d’une planfete ou d’une comete. Parmi les methodes 
proposees par I’auteur, les unes se rapportent a des cas particuliers, 
par exemple au cas oii I’excentricite de I’orbite est tres petite, ou bien 
encore au cas ou les observations donnees ont ete faites dans les con- 
jonctions ou dans les oppositions. D’autres, au contraire, se rap- 
portent a une orbite quelconque. Entrons, a 1 egard de ces dernibres, 
dans quelques details. 

OKutfres de C- • — S. I, t. X. ^ 
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L’une des methodes presentees par M. Michal, pour le cas d’lme 
orbite quelconque, n’est pas sans analogie avec cello que M. de Gas- 
paris (') a donnee dans un Memoirc sur lequel nous avons fait un 
Rapport a I’Academie, par consequent avec la methode proposee par 
Lagrange dans les Ephemerides de Berlin de 1783, et reproduite dans 
la Connaissance des Temps pour I’annee 1821. Commo M. de Gasparis, 
M. Michal a substitue a I’equation du troisieme degre etablie par 
Lagrange entre les deux constantes qui determinent le plan de I’or- 
bite, une equation du second degi'e. Mais, dans I’un des Memoires 
de M. Michal, celle-ci renferme, au lieu des longitude et latitude geo- 
centriques fournies par deux couples d’observations, qui, prises deux 
a deux, sont supposees tres voisines, les longitude et latitude geocen- 
triques fournies par une seule observation, avec leurs derivees du 
premier et du second ordre. De plus, M. Michal a remarque que 
I’equation finale, produite par I’elimination de Tune des deux incon- 
nues entre I’equation trouvee et une seconde equation de meme forme, 
s’abaisse du quatrieme degre au troisieme. La raison en est que les 
deux equations du second degre entre lesquelles I’elimination s’ef- 
fectuo ne renferment pas de terme constant. Done Fequation finale 
du quatrieme degi*e admettra une racine nulle, dont elle pourra etre 
debarrassee immediatement. 

On sait que, pour la determination de I’orbite d’un astre, trois 
observations suffisent a la rigueur. Si Ton en donne un plus grand 
nombre, la solution du probleme pourra naturellement etre reduite 
a une equation du premier degre. C’est aussi ce qu’a trouve M. Michal. 
II prouve, d’ailleurs, qu’on peut alors obtenir,* entre les projections 
de I’aire decrite par le rayon vecteur mene de la Terre au Soleil, une 
equation separee qui ne renferme que des derivees du premier et du 
second ordre. Mais il ne faudrait pas croire que trois equations de 
cette forme determinassent les trois projections dont il s’agit. Elies 


(0 Le premier des Memoires de M. Michal a 6t6 pre8ent6 k TAcad^mie huit jours apres 
le Memoir e de M. de Gasparis. 
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deterniinent seulement, et I’un de nous, apres avoir obtenu la memo 
equation vers la memo epoque, en faisait la remarque, le rapport de 
celles de cos projections qui ne se mesurent pas dans le plan de Teelip- 
tique. 

En resume, les Commissaires pensent que plusieurs des formules 
presentees par M. Miclial peuvent ^re utilement employees dans la 
determination des orbites des planetes et des com'etes, et ils pro- 
posent en consequence, a FAcademie, de voter des remercimenls h 
Fauteur du Memoire. 


396. 

Astronomie. — Formules pour la determination des orbites des planetes 

et des comites (suite). 

C. R., T. XXVI, p. i 33 (a 4 janvier 1848). 

J’ai clicrclie dans la derniere seance la valeur qu’il convient d’assi- 
gner a Fintervallc compris entre deux observations admises a con- 
courir ii la determination de Forbite d’un astre. Get intervalle une 
fois trouve, il reste a savoir quelles seront les inconnues dont il con- 
viendra de fixer d’abord les valeurs. Or tontes les metbodes employees 
pour une premiere determination des inconnues introduisent dans 
le calcul les derivees des variables, ou du moins leurs valeurs appro- 
cliees representees par des rapports de differences relatives a de tres 
petits accroissements du temps; et, comme ces derivees se calculent 
avec d’autant moins de precision qu’elles sont d’un ordre plus eleve, 
il importo de faire en sorte que la solution du probleme depende uni- 
quement, s’il est possible, de formules qui ne renferment que des 
ddrivees ou des differences du premier ordre. Cette condition est 
remplie pour les formules que Lagrange a donnees dans le Memoire 
de 1780, comme propres a fournir Finclinaison de 1 orbite de 1 astre 
observe avec la longitude du noeud ascendant, al aide de trois couples 
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d’obseryations qui, prises deux a deux, sent tres voisines Tune de 
I’autre. II est vrai que les formules de Lagrange sent seulement ap- 
proximatives ; mais on pent les convertir en formules rigoureuses en 
supposant que deux observations voisines se rapprochent indefini- 
ment. Alors la formule de laquelle Lagrange est parti se transforme 
en une equation du second degre entre les trois projections alge- 
briques de I’aire decrite dans I’unit^ de temps par le rayon vecteur 
mene du Soleil a Fastre que Ton considere. II est vi’ai encore que 
I’elimination de deux inconnues entre trois equations semblables a 
conduit Lagrange a une equation finale du septieme degre, qui, 
comme je I’ai fait voir, peut 6tre abaissee au sixieme. Mais on evite 
la resolution de cette equation finale en resolvant simultanement 
par la metliode lineaire les trois equations qu’elle remplace, apres 
avoir obtenu des valeui’s approchees des trois inconnues a I’aide de 
I’equation lineaire qui existe entre elles. Alors on obtient, pour la 
determination d’une orbite quelconque, une methode simple et facile 
qui donne immediatement avec une grande exactitude le demi-para- 
metre et la position du plan de I’orbite a I’aide des donnees fournies 
par quatre observations seulement. 

Analyse. 


Soient, au bout du temps t, 

o, 0 la longitude etla latitude geocentriques de Fastre; 
vs la longitude heliocentrique de la Terre ; 

R la distance de la Terre au Soleil. 

Soient encore 

H le double de Faire decrite, dans Funite de temps, par le rayon vec- 
teur r mene de Fastre au Soleil; 

U, V, W les projections algebriques de cette aire sur les plans des 
coordonnees, le plan de Fecliptique etant pris pour plan des ce,j; 
C I’aire decrite, dans Funite de temps, par le rayon R. 
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Posons d’aillours, pour abreger, 


COSO 

^ “ tangS’ 
4^cosn = D((.t, 


^ sin o 

tang 5’ 

4^sinII=: DiV, 


Oll.=:,(^cos(ro-n), Psin(®-n), 
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En rapprocliant indefiniment deux observations voisines, on rediiira 
la formulc de Lagrange a I’equation 


(i) ([x £/-l- V Fh- TP) (fx £/ + V y H- l-F — C) =-3l( Z/cosnu- Fsinro). 

Trois equations somblables a celles-ci deternaineront les valeurs des 
trois inconniies V, V, W. II est vrai que I’elimination de IF et de 
pp— c Iburnirait une equation finale du sixieme degre en ~ Mais, 
au lieu do resoudre cette equation finale, on peut appliquor la me- 
thode lineaire a la resolution simultanee des trois equations qui la 
produisent, apres avoir determine les valeurs approchees des incon- 
nues a I’aide de I’dquation lineaire qui existe entre elles. Si Ton pose, 
pour abregor, 

2u =:D(llt + cot(nj — n)D(Er, 



la lettrc I indiquant un logarithme hyperbolique , et Pare cr etanf 
oxprime en parties du rayon pris pour unite, 1 equation lineaire dont 

il s’agit sera 

( 2 ) igU-i-^V+W-C-o. 

Par suite, si I’on pose encore 

A? cosw — A^sinur 

A®, A^etant Ics accroissements de ® et ^ correspondants a I’accrois- 
sement Ai du temps i, on aura 

u F W—C _ M-C 


( 3 ) 



470 


COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE. 


Cette derniere equation determine immediatement les premieres 
valeurs approcliees cles trois inconnues U, V, W. 

II est bon cle remarquer que I’^uation (i) peut etre immediate- 
ment fournie par Felimination de -o entre les deux formules 

^ {i.{U COSO cos 9 Rsin^ cos9 -t- TFsinS) = — R{U coster H- Fsincj), 

( f/coso cos9 + Fsincp cos9 -I- ( IF — C)sinO = — 3&K/fsin^0, 

•c etant la distance de la Terre a I’astre observe. D’ailleurs, pour eta- 
blir directement les equations (4), il suffit de determiner les cosinus 
des angles que la direction du rayon t. forme avec les moments lineaires 
des vitesses absolue et apparente do cet astre, le centre du Soleil etant 
pris pour origine des moments. 

Les Exercices d’ Analyse et de Physique mathematique offriront de 
plus amples developpements sur la formation et I’application des 
formules (i), ( 2 ), (3). Je montrerai en meme temps les rapports 
qui existent entre ces formules et cedes qui ont ete donnees par 
d’autres auteurs ou par moi-meme, specialement avec les formules 
de MM. de Gasparis et Michal. 


397 . 

Astroxomie. — Formules pour la determination des orhites des planites 

et des comites (suite). 

C. R., T. XXVI, p. 157 ( 3 i janvior 1848). 

Les formules que j ai mentionnees dans la seance du 24" Janvier 
fouriiissent, comme Je 1 ai dit, le moyen d’obtenir avec une grande 
exactitude le plan de I’orbite d’une planete ou d’une com'ete, avec le 
demi-parametre, a 1 aide des donnees fournies par quatre observa- 
tions. II reste a examiner quelle est la methode qu’il convient de 
suivre, et quelles sont les formules qu’il convient d’empioyer, lorsque 
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les obsci'vatlons donn6es, ou du moiiis cedes dont on se propose de 
fairo usage, sent au nombre de trois seulement. 

Dans cettc derniero hypothese, il parait utile de commencer par 
fixer la distance de I’astre observe au Soleil. Or, corame on le sait, la 
valeur de cettc distance est fournie par une equation du septieme 
dogre, dans laquclle entrent des deriyees du premier et du second 
ordre corrcspondantes a une certaine, epoque. D’ailleurs, le choix de 
cctte epoque n est pas, il s en faut de beaucoup, sans importance, et 
de cc cboix peut dependre tout le succes de I’operation. En effet, le 
degre d’approximation avec lequel s’obtiendra la distance cbercliee 
dependra surtout du degre d’exactitude des derivees du second ordre. 
D’aillcurs, en vcrtu des principes etablis dans la seance du 17 janvier, 
si Ton considcro une quelconque des quantites variables comme fonc- 
tion du temps i, la fonction interpolaire du second ordre correspon- 
dante a trois observations donnees representera sensiblement la moitie 
de la derivec du second ordre, non pour une valeur quelconque de /, 
mais specialement pour cclle qui est la moyenne aritbmetique entre 
les epoques des trois observations. C’est done cette derniere valeur 
do i qui dovra ctre clioisie de preference, et I’epoque qu’elle indi- 
quera sera cello pour laquelle on pourra esperer d’obtenir avec une 
exactitude suffisante la distance du Soleil a I’astre observe. D’ailleurs, 
cctte distance ctant connue, les divers elements de I’orbite pourront 
etro determines approximativement, et corriges ensuite a I’aide des 
formulos etablics dans la seance du i5 novembre. Alors, les resultats 
definitifs du calcul etant deduits de la methode lineaire appliquee a 
des formules qui ne renfermeront plus aucune derivee, le degre de 
precision des elements trouves dependra uniquementdu degre d’exac- 
titude des trois observations employees. 

Je ferai ici, en passant, quelques remarques qui ne seront pas sans 
utilite. 

Il importe de rendre trbs facile la formation et la resolution de 
I’equation du sep tibme degre, dans laquelle I’inconnue est la distance 
de la Terre a I’astre observe. On yerra dans ce Memoire que I’on peut 
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cleduire immediatement cette equation fondamentale de la seule con- 
sideration de la force centrifuge correspondante, non pas a la vitesse 
absolue de I’astre, mais a la vitesse apparente du point oii le rayon 
vecteur mene de la Terre a I’astre rencontre un plan parallele au plan 
de Tecliptique. Si, d’ailleurs, comme I’a fait M. Binet, on applique a 
I’equation trouvee le theoreme de Rolle, on obtiendra sans peine des 
limites entre lesquelles tomberopt les deux racines reelles et positives 
propres a verifier cette equation, et, par suite, ces i-acines elles- 
memes. 

Dans une precedente seance, j’ai remarque que Tequation finale, 
a laquelle Lagrange est parvenu dans le Memoire de 1780, pent etre 
abaissee clu septieme degre au sixieme. Pour demontrer directement 
la possibilite de cet abaissement, il suffit d’observer que les equations 
du deuxieme degre, entre lesquelles I’elimination s’elfectue, peuvent 
etre verifiees par deux systemes de valeurs des inconnues. II en re- 
sulte que Tequation finale du huitieme degre, a laquelle on sera con- 
duit par i’elimination, renfermera deux racines etrangeres a la ques- 
tion. Elle pourra done etre abaissee du huitieme degre au sixieme, 
conformement a la remarque que je viens de rappeler. 

Analyse. 

§ L — Sur quelques formiiles de Mecanique. 

Considerons un point materiel A qui se meut librement dans Tes- 
pace, et soient, au bout du temps t, 

cc,y, :: les coordonnees de ce point par rapport a trois axes rectangu- 
laires entre eux; 

r la distance du meme point a Torigine 0 des coordonnees ; 
wsa vitesse; 

P la force accMeratrice appliquee au point dont il s’agit. 

Les projections algebriques de la vitesse o) et de la force P sur les 
axes des coordonnees seront respectivement 

Dfy, 
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(lola pose, concevons d’aborcl que Ic point materiel se meuve dans 
un plait parallele au plan des x,y, et notnmons p le rayon de courhure 
do la courbe decrite. On aura 

““ p’ 

o.t, si Ton suppose Ic rayon de courbure p mesure a parlir de la courbe 
decrite, les cosinus des angles formes par la direction de ce rayon 
avec les demi-axes des x ct y positives seront respectivement egaux 
aux produits 

lb/ ^ HiX 

p ib,i' l)|/— • D</J)|cc’ p UixU'^y — Di/WiX 

Gonsiddrons maintenant le cas general oii lo point materiel se meut 
d’une inaniere quelconque dans I’espace, etposons, dans ce cas, 

Alors (j., V seront les tangentes trigonometriques des angles formes par 
les projections du rayon vccteur sur les plans coordonnes des x, z et 
des y, s avec le domi-axc des s positives. Alors aussi les projections 
algebriqucs D'^x, D,\y. de la force acceldratrice P pourront etre 
presentees sous les formes 

fjl |)|5 + 3l)<fJl.t)iS 4-3l)?p., v1)?3 + 2D/VD(5 ■+ 3D|v, 

Par suite, la force P pourra etre decomposee en deux autres Q, R, 
dont la premiere, coiTospondante aux projections algebriques 

vDf^, 

sera dirigee suivant le rayon vecteur r, tandis que la seconde R, cor- 
respondante aux projections algebriques 

2l)^ptl)(S,+ 3 B|p-> 2 D,vDiS-1-3D,^V, 0, 

sera comprise dans le plan mene par le point A parallelement au plan 
do* y. 11 y a plus : nommons ABC la trace de ce dernier plan snt le 
cone qui a pour sommet I'origine 0, et pour base la courbe ^decrite 

OMfivres deC , — S. I, t. X. 
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par le point materiel. Soit d’ailleurs a le point oil la droite OA rcm- 
contre le plan mene parallelement au plan des x, r, mais a la dis- 
tance r, du cote des positives, et nommo-ns ahc la trace de ce memo 
plan stir le cone dont il s’agit. La force R se decomposera elle-raeme 
on deux autres R', R", dont Tune R', correspondante anx projections 
algebricjLies 

2D(vDi-, 

sera dirigee suivant la tangente mcnee par le point A a la courbe ABC, 
tandis que la force R", correspondante aux projections algebriques 

-Dfv, 

sera le produit de par la force S, correspondante aux projections 
algebriques D^p., v, e’est-a-dire par la force S a laquelle pourra etre 
attribue le mouvement du point a suppose libre sur la courbe abc. 
Enfin, si Ton nomme x le rayon de courbure de la courbe. ahc, et a la 
vitesse du point a sur cette courbe, on aura 

n,fjL p,-v — i)(V DjfA I 

I- ’ 

et les cosinus des angles formes par la direction des forces R", S avec 
les derni-axes des x et j positives seront 

8' D,y s’ , Bifj. 

r D^f;LDfv — D,vDfp.’ r J),fx D| v - D« v D| fx' 

Done, puisque les projections algebriques do la force R sur les axes 
des X et j' sont 

sDffx, zDfv, 

on aura simplement 



Mais ~ represente precisement la force centrifuge due a la vitesse a. 

On pent done enoncer la proposition suivante, qu’il est, au reste, 
facile d’etablir sans calcul. 


(2) 

(3) 
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TincoiiMi’,. — Supposons quun point materiel A, dont leg eoordonnees 
recuingalaircs, rapportees a I’origine 0, sont x, r, mem'e librement 
dans I (‘space, en. verlii d une certaine force acceleratrice P. Supposons 
d atlli'iu s (pic d(^ux plans pai alleles ait plan des x, 'y soienl menes, l^iin 
par le point A, 1’ autre par le point a situe sur le rayon OA, d la distance i 
dll plan lies x, y , hnfin, soieiit ABC, abc les traces de ces deux plans sur 
le ciSne (jiie decrit la rlroite OA, et decomposons la force P en deux aulres 
Q, U, dirige(‘s, rune suimnt le rayon vecteur OA, I’ autre suivant une 
(Iroite comprise dans un plan perpendiculaire a I’ axe des z-. Si Von pro- 
jette la force. B sur le rayon de courbure. de la coiirbe ABC, le rapport de 
la projection a V ordonnee. z sera reprisente, ausigne pres, par la force 
centrifuge due a la vitesse apparente du point a sur la courhe abc, pour 
an observateur place au point 0. 

Sj II. - - Sur I’eqaalioii fotidanienlale a I’aide de laquelle se determinent 
les distances d’une planete ou d’une coniete d la Terre ou au Soleil. 

Conscrvoiis l(^s notations adoptees dans la seance du 24 janvier. 
Soient d’aillours K la force attractive du Soleil, mesuree a I’unite de 
distance, r la distance du centre du Soleil au centre A de I’astre ob- 
serve, oL X, y, z les eoordonnees du point A. L’action du Soleil sur 
I’astre observe aura pour projections algebriques sur les axes coor- 
donnes 

^.3 ’ pd 

tandis quo Taction du Soleil sur la Terre aura pour projections alge- 
briques 

" R»’ 

X, y etant les eoordonnees do la Terre. D’ailleurs, les eoordonnees 
relatives 

x — x, y—J, = 

sont les projections algebriques de la distance v de la Terre a 1 astre 
obsei’ve. Done, si Ton nomine P la resultante de Tattraction -p) et 
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d’une force egalc mais directement opposee a I’attraction et si 
I’on decompose la force P appliquee au point A en deux foi’ces P', P" 
dirigees, Tune suivant le rayon vecteur t, I’autre suivant une droite 
comprise dans un plan perpendiculaire a I’axe des s, les projections 
algebriques de la force P'^ sur les axes coordonnes seront 



D’ailleurs, le mouvement apparent de I’astre pour un observateur 
place au centre 0 de la Terre pourra etre attribue a la force -P; et, si 
Ton nomme ABC la trace du plan mene par le point A parallelement 
au plan des 3c, y sur le cone decrit par la droite OA, la projection de 
la force P" sur la normale a la courbe ABC devra etre egale, au signe 
pres, a la force centrifuge due a la vitesse apparente du point A sur la 
meme courbe. D’autre part, le rayon de courbure de cette derniere 
courbe sera egal, au signe pres, a 

la valour de r etant celle que determinent les formules ( 2 ) et (3) du 
§ I. Cela pose, le theoreme enonce dans le § I fournira I’equation 



la valeur de A etant determinee par la formule 

( 3 ) 1 — iini 

A KR sinnrDjp. — coscjJI^v’ 
dans laquelle on aura 

— D(VDf p,=;± ^ [(Dijx)- + ( D,v)2]=. 


Ajoutons que, si Ton nomme ± sf la force centrifuge due a la vitesse 
apparente du point A sur la courbe ABC, I’equation ( 2 ) donnera sim- 
plement 

(3) 4_+ KRcos(R,f) 

fsin0 
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Ainsi la valeur clu coefficient A se deduit immediatement de celle de 
la foi’ce centrifuge f. D’ailleurs, I’^uation (r) une fois etablie, il sullit 
d’en eliminer -c a I’aide de la fomule 

/■-r=rR2-(- 2RtC0S(o — ro)cos0-f-t^ 

pour obtenir I’equation qui determine la distance r. 


398 . ’ 

Astronomie. — Formules pour la determination des orhites des planetes 

et des cometes (suite). 

C. R., T. XXVI, p. 236 (21 fevrier 1848 ). 

Lorsqu’on veut, a I’aide de trois observations, determiner la dis- 
tance d’une planete ou d’une comete au Soleil on a la Terre, on 
arrive, commc I’on sait, k une equation du septieme degre. Si d ail- 
leurs on applique a I’equation trouvee le theoreme de Rolle, en pre- 
nant pour inconnue la distance de I’astre observe a la Terre, on en 
conclut, comme I’a remarque M. Binet, que I’equation ne pent ad- 
mettre plus de quatre racines reelles, dont Tune se rkluit a zero. Mais 
si, au lieu de prendre pour inconnue la distance a la Terre, on prend 
pour inconnue la distance au Soleil, alors le calcul montre que I’equa- 
tion obtenue ne pent offrir plus de trois racines reelles et positives. 
Ces trois racines sont toutes trois superieures a la perpendiculaire 
abaissee du centre du Soleil sur le rayon vecteur mene du Soleil a la 
Terre, et toutes trois inferieures a une certaine limite que fournit 
immediatement I’equation des forces vives. D’ailleurs I’une de ces 
trois racines, etrangfere a la question, se reduit a la distance du Soled a 
la Terre; et, pour savoir si cette racine est ou n’estpas comprise entre 
les deux autres, il suffit de consulter le signe d’une certaine quantite 
connue. Enfin, pour savoir si la distance de I’astre observe au Soled 
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est inferieiire on superieure a la distance du Soleil a la Terre, il sulBt 
de recourir a une belle remarque do Lambert, ou, ce qui revient an 
meme, il suffit d’examiner dans quel sens est dirige le rayon de cour- 
bure de la courbe suivant laquelle, dans le mouvement apparent de 
I’astre, un plan parallele a celui de I’ecliptique coupe le cone decrit 
par le rayon vecteur mene de la Terre a I’astre. En vertu de ces 
remarques, les racines de I’equation du septieme degre qui pourront 
resoudre la question proposee se reduiront a deux, ou meme a une 
seule, et Ton se trouvera ainsi ramene a la conclusion deduite par 
M. Binet de la discussion geometrique de I’equation qui determine 
la distance de I’astre a la Terre. Ajoutons que, si I’astre observe est 
une comfete, la valeur du grand axe detei’mine par I’equation des 
forces vives devra etre tr'es considerable, et qu’alors cette equation ■ 
fournira un moyen tres simple, non seulement de reconnaitre la veri- 
table solution, mais aussi de corriger la valeur de la distance du Soleil 
a ia Terre fournie par la premiere approximation. 

Je ferai encore ici une remarque importante. Les deux equations 
generates que j’ai donnees dans la seance du 27 decembre dernier 
renferment seulement, avec le demi-parametre, les coordonnees de 
I’astre observe et la distance de cet astre au Soleil. Or cette distance 
se trouve liee par une equation du second degre a la distance de I’astre 
ala Terre, qui est la seule inconnue de laquelle dependent les coor- 
donnees de I’astre. Enfin, si, Tastre observe etant une comete, on le 
considere, dans une premiere approximation, comme decrivant une 
parabole, sa distance au Soleil depenclra uniquement du temps et de 
deux elements, dontl’un sera precisement le demi-parametre, I’autre 
etant I’epoque du passage de la comke au perihelie. Done, alors, les 
deux equations generates ci-dessus mentionnees pourront etre censees 
ne renfermer que deux inconnues, savoir les deux elements dont il 
s’agit. Done elles suffiront pour corriger les elements, et la correction 
ainsi obtenue sera d’autant plus exacte que les deux equations ne 
renferment aucune derivee. Ajoutons que I’on simplifiera le calcul en 
ne conservant, dans les equations dont il s’agit, qu’un seul des trois 
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sysLiimes de valours des variables corrcspondantes aux trois observa- 
tions donncos, et on remplacant les deux autres systemes par les deux 
systbmcis des differences finies du premier et du second ordre Ibrmees 
avoc les trois valours de cliacune de ces memos variables. 


Analyse. 


Oonservons les notations adoptees dans les seances precedentes, et 
posons, de plus, 

A 


— A' -f- 




Les distances r, -o do I’astre observe au Soleil et a la Terre seront liees 
entre olios, et iv la distance 


(0 


par les deux equations 


S • fly 


4 f J i 


( 3 ) 


7’- zrr -f- 


dans lesquellcs R designe la distance de la Terre au Soleil, et / la per- 
pcndiculairc abaissee du centre du Soleil sur le rayon vecteur R. De 
plus, en noramant co la vitesse absolue de I’astre observe, K la force 
attractive du Soleil, et a le demi grand axe de I’orbite decrite, on aura 


( 4 ) 


2 I D)- 


et Ton pourra reduire ^ ^ fonction de i, de la forme 


=:= 2 'ijii t 4- 3 1-*, 

K 


( 3 ) 

A, *, $ 6tant des quanlitis connues. D’ailleurs, en vertu de k lor- 
mule (3). le polyndme 
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essentiellement positif, ne pourra s’abaisser au-(lessous de la limite 

Cela pose, il resulte immediatement des formules ( 3 ), ( 4 ), que le 
rayon vecteur r est renferme entre les limites 


Ajoutons que, x. etaiit une quantite positive, la distance r, en vertu de 
laformule (2), sera superieure ou inferieure a R, suivant que la quaii- 
tite A sera positive ou negative. 

Si Ton elimineitet s entre les formules ‘(i), (2), ( 3 ), on obtiendra 
I’equation ■ 

(6) 

a laquelle on satisfait en posant r= R. D’autre part, en differentiant 
I’equation (6) par rapport a r, on obtient I’equation derivee qui pent 
etre presentee sous la forme 

(7) o, 

et qui n’admet au plus que deux racines reelles. Done, par suite, 
I’equation (6) ne pourra offrir plus de trois racines reelles; et, comme 
la racine R est etrangere a la question, comme d’ailleurs le probleme 
doit offrir au moins une solution, il est clair que I’equation (7), dont 
le dernier terme est positif, offrira precisement deux racines reelles, 
et requation-(6) trois racines reelles. Enfin, comme dans le voisinage 
de la valeur r = R, le premier membre de la formule (6) est negatif 
ou positif pour r > R, suivant que la difference 

R“-3A/S: 

est negative ou positive, il est clair que la question offrira une solu- 
tion unique, si Ton a 


( 8 ) 


R5-3A^<o, 
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el que, dans cette hypothese, I’^uation (7) offrira entre les limites 4 
R, si A est negatif, ou entre les limites R, si A est positif, 

line seule racine qui sera precisement la valeur cherchee de R. 

Si Ton a, au contraire, 

R='-3tA->o, 

[’equation (6) offrira, outre la racine R, deux racines reelles, toutes 
deux superieures a R lorsque A sera negatif, toutes deux inferieures 
a R lorsque A sera positif; et il sera facile d’operer la separation de 
ces deux racines, puisqu’elles comprendront entre elles une racine 
de I’equation (7). 
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